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ThS. Trán Manh Han (0974514498) 


FB: thayHanSPl 


CONG THIFC LLPQNG GIAC CAN NÁM VÍJNG 


I. CÁC HE mí e LlíONG GIÁC C0 BÁN 

sin 2 x = 1 — eos 2 x 


O sin 2 x + eos 2 x = 1 => 

1 


cos~ x 

1 

sin 2 x 


= 1 + tan 2 x => tan 2 x = 


= 1 + cot 2 x => cot 2 x = 


eos 2 x = 1 — sin 2 x 

1 


eos X 

1 


-1 


-1 


sin x 


1 


O tan x. cot x = 1 =>• cot x = 

tana: 

sin 4 x + eos 4 x = 1 — 2 sin 2 x eos 2 x\ 

sin 6 x + eos 6 x = 1 — 3 sin 2 x eos 2 x 

sin 3 x + eos 3 x = (sin x + eos x) (1 — sin x eos x) 

sin 3 x — eos 3 x = (sin x — eos x) (1 + sin x eos x) 


© 


II. DÁU CÜA CÁC HÁM SO LlTONG GIÁC 



Góc I 

Góc II 

Góc III 

Góc IV 

sin a; 

+ 

+ 

— 

— 

cosa: 

+ 

— 

— 

+ 

tana: 

+ 

— 

+ 

— 

cota: 

+ 

— 

+ 

— 


III. MÓI QUAN HÉ CÜA CÁC CUNG LU0NG GIÁC DÁC BIÉT 
© Hai cung dói nhau 


eos (—a:) = cosa: 
tan (—a:) = — tana: 

® Hai cung bu nhau 

sin(-7r — x) = sin a: 

sin (—a:) = 
cot (—a:) = 

cos(7r — x) 

tan(7r — x) = — tan x 

© Hai cung phu nhau 

o 

o 

i 

sin - x) = cosa: 

2 

/7T \ 

eos - X) 

2 

tan(^ — x) = cota: 

cot(— — x) 
2 

© Hai cung hoTi nhau 7T 

sin(7r + x) = —sin a: 

C0S(7T + X) 

tan(7r + x) = tan x 

COt(7T + X) 

_ 7T 

© Hai cung hoti nhau — 
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• /7T \ 

sin—F x = cosa; 

2 

, 7T , 

eos—F x = —sma; 
2 

7T 

tan(— + a;) = — cota; 

7T 

cotí—F a;) = — cota; 
2 

© Vúi k la so nguyen thi ta có: 

sin(a; + k2n) = sin a; 

cos(a; + k27T ) = cosa; 

tan (a; + kir) = tana; 

cot(a; + kir) = cota; 

IV. CÓNG THÓC CONG 



sin (a: + y ) 
cos(x + y) 

tan (a: + y) 


sin x eos y + eos x sin y 
eos x eos y — sin x sin y 
tan x + tan y 
1 — tan x tan y 


sin (a: — y) 
cos(a; — y) 

tan (a; — y) 


sin x eos y — eos x sin y 
eos x eos y + sin x sin y 
tan x — tan y 
1 + tan x tan y 


Bác biét: 


TH1: Cóng thúc góc nhán dói: 


sin 2x = 2 sin x eos x 

eos 2a; = eos 2 x — sin 2 x = 2 eos 2 x — 1 = 1 — 2 sin 2 x 

_ 2 tan a; 

tan 2a; = 


1 — tan~ x 


. o 1 —eos 2a; , 1 +eos 2a; 

He quá: Cóng thúc ha bác 2: sin“ x = - ;cos~ x =- 


TH2: Cóng thúc góc nhán ba: 


sin 3a; = 3 sin x — 4 sin 3 x 
eos 3a; = 4 eos 3 x — 3 eos x 


V. CÓNG thítc bién dói tóng sang tích vá tích sang tóng 


_ x + y x — y 

eos x + eos y — 2 eos-eos- 

2 2 

„ . x + y x — y 

eos x — eos y — —2 sin-eos- 

2 2 

_ . x + y x — y 

sin x + sin y — 2 sm-eos- 

2 2 

x+y . x-y 
sm x — sm y — 2 eos-sm- 


eos x eos y 
sin x sin y ■ 
sin x eos y 
eos x sin y 


— cos(x + y) + cos(a; — y) 
2 


1 


cos(x + y) — cos(x — y) 


sin(x + y) + sin(x — y) 
sin(x + y) — sin(x — y) 


Chú y: 

jsí sin x + eos x — 




sm 


es sm x — eos x 




sm 


7r 

x H— 
4 

7r 

x - 

4 


= eos 


ti 

-ti 


7T 

X - 

4 


eos 


7r 

x+ l 


Truang THPT Nguyén Hüu Tién - Duy Tién - Ha Nam 


2 







































ThS. Trán Manh Hán (0974514498) 


FB: thayHanSPl 


PHU’O’NG TRINH LUQNG GIAC CQ BAN 


O sin u — sin v 


© tan w = tanv 


u — v + k2ll 
u — 7r — v + k2n 

u — v + kn 
7 r , 

u ^ —\- kir 
2 


© eos u — eos V 


© cot u = cot V 


u — v + k2n 
u — —v + k2n 

U — V + k'K 

u ^ kn 


7T 


Bác biét : 

sin x — 0 O x — kir 

• -i 7T , . 

sin x — 1 x — —h k2 7r 
2 

• -i 7T i n 

sm x — —1 x — -1- k2n 

2 

Chú y : 

♦♦♦ Biéu kién có nghiém cúa phuong trinh sin x = m va eos x — m lá: — 1 < m < 1 


eos x — 0 x — - \-kir 

2 

eos x — 1 x — k2ir 
eos x — —1 x — 7T + k2ir 


❖ Su dung thánh thao cáu thán chú " Cos dói - Sin bu - Phu chéo " dé dua các phuong trinh dang sau 
ve phuong trinh ca bán: 




sin u — — sinv sin u — sin(— v) 


COS U — — COS V COS U — COs(7T — V ) 


♦♦♦ Bói vói phuong trinh 


eos x = 1 
sm x — 1 




COS X = ±1 
sin x = ±1 


khóng nén giái truc tiép vi khi dó phái giái 4 


phuong trinh co bán thánh phán, khi dó viéc két hop nghiem sé rát khó khan. Ta nén dua váo cóng 


thúc sin 2 x + eos 2 x — 1 dé bién dói nhu sau: 


eos x = 1 
sm x — 1 




sin x — 0 
cos x — 0 


sin 2x — 0 . 


♦> Tuong tu dói vói phuong trinh 


2 1 

COS X — — 
2 

• 2 1 

sur x — — 
2 


2 cos“ x — 1 = 0 
1 — 2 sin 2 x = 0 


cos 2x = 0 . 


Bái 1. Giái các phuírng trinh sau 


O cos 


© 2 cos 


7T 

X - 

4; 

A 

7r 

x H- 

3 


© 2 sin 


í 

2x — — 
6 


-S 


= o 


© 3 tan 


7r 

- x 

3 


+ V 3 

= V¡ 


= 0 


O cos 


A 

7 r 

x - 

4, 


vi 


Huóng dán giái: 


COS 


7 r 

x - 

4 


cos- 


37T 
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7r 3n 

Ta xác dinh ó phirong trinh náy u — x -, v = —, nén dirá váo cóng thúc nghiém ta có 

4 4 

71" 37T i i 7T 37T 7 „ 

x-=-b Kd7r hoac x-=-b kZn . 

4 4 ‘44 

7T 

Vay nghiém cha phirong trinh lá: x = 7r + k2n ; x — -b k2ir, (k € Z). 

2 


© 2 sin 

( 

2x — — 

+ V3 = 0 sin 

r 

2x-- 

V3 . 

=-V=b sm 

2x — — 

= sin 

7 

7T 


6 

\ 2 

6 

V 2 

2 

i 6, 


3 

\ / 




2x — — = — — + fc27T 
6 3 

_ 7T 47T , 

2x-=-b k2ir 

6 3 




7T 


X =-b &7T 

, 12 (tez). 

37r . 

x =-b kn 

4 


© 2 eos 


7T 

X + — 

3 


- V2 = 0 4^ 


eos 




7T 7T , _ 
x H— = —b ^27 t 
3 4 

x H— =-b k2n 

3 4 




7T 

X H- 

3 


7T 


VI 

= — eos 
2 


, 7r 
x H— 

3 


7 r 

= eos — 
4 


X =-b fc27T 

12 (tez). 

7 7T , _ 

X =-b K27T 

12 


© 3 tan 


7 r 

-x 

3 




= V3 V=> tan 


7 r 

-x 

3 


=-tan 

3 


7T 

-X 

3 


7T 

= tan — 
6 


7T 7T 7 7T , /7 x 

-x = —bfc7r44>x =- kn, (k E Z). 

3 6 6 v 

Chú y : £>oz vov phucmg trinh tan x = m (tan x = m), trong ció m lá háng só thi diéu kién 
eos x ^ 0 (sin x ^ 0 ) lá khóng cán thiét. 


Bái 2. Giái các phmmg trinh sau 


O sin x = sin 


2x + — 
4 


© sin 


c 

7 r 

x- 

6 


= eos 


2x + — 
4 


© tan 

3x — — 

= tan 

r 

7T 

x H— 

© cot 

2x — — 

+ tan 

r 

7T 

-X 

= 0 


4 

\ 2 


6 

v y 


4 

v y 

6 

v y 



Hiráng dan giái: 


O sin x = sin 


2x + — 
4 




7 r 


x = 2x H-b k2n 

4 




7T 


x — 7T — 2x-b A:27 t 

4 


7T 


x =- k2iT 

4 

7 r , 27T 

x = —b k — 

4 3 


, (fc G Z). 


© PT eos 


2x + — 
4 


= eos 


27T 


— X 




_ 7T 27T , _ 

2x H— =-x + A:27r 

4 3 

2x + — = — — + x + ¿27 t 
4 3 




57t , 2n 

x =-b k — 

36 3 

II 7 r 7 

X =-b K27T 

12 


© Do PT có dang tan u = tan v nén ta chi cán mót diéu kién eos u ^ 0 hoác eos v ^ 0. Dé don 
gián ta chon diéu kién: eos 


7 r 

x H— 
6 


^ 0 <kb x + — ^ — + fc7TV=bx^ — + k7T. Khi dó: 
6 2 3 
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tan 


A 

3a;-- 

4 


= tan 


7T 

x H— 

6 


„ 7T 71" 7 57T 7 7T r77 \ 

3x-= x H-b &7T x =-F k —, (k G Z). 

4 6 24 2 ' 


' 57T TT 

Két hgp nghiem tren dirong trón lugng giác thu dugo nghiem cüa PT: x — -b k — ,(k G Z). 

24 2 

O Do có thé bien dói PT ve dang tan u = tan v nén ta chi cán mot diéu kien eos u ^ 0 hoac 
eos v ^ 0. Dé don gián ta chon diéu kien: 


eos 


7r 

-x 

6 


„ 7T 7T , 7T , 

^ ü <i=b-x ^ —b«;7r<i=bx^- kn. 

6 2 3 


2x — — 

= tan 

7 r 

x- 

tan 

x — 

7 r 

= tan 

G 

CM 

1 

F 1 

CO 

4 

/ 


6 

\ / 


V 

¥ 

/ 


4 

\ / 


PT cot 


x — — = — — 2x + k'x <t4> x = + k — (k G Z). 

6 4 36 3 

, 2.17T 7T 

Két hop nghiem trén duóng trón lugng giác thu duge nghiem cúa PT: x =-b k — ,(k G Z). 

36 3 


Bái 3. Giái các phuírng trinh sau 

O 4 eos 2 x — 2( V3 +1) eos x + V3 = 0 

© V3 tan 2 x — (1 + V3) tan x +1 = 0 


© 2 eos 2 x + 5sinx — 4 = 0 
© sin 2 x-= eos" x 


\ 
7 r 

x- 

4 


7 


Huóng dán giái: 


O PT <í=> 


cosx = — 
2 


cosx = 


£ 




7T 


x — ± —b k2n 

3 (fcGZ). 

x = ± — + k2n 

6 


© PT 2(1 — sin 2 x) + 5 sin x — 4 = 0 2 sin 2 x — 5sinx + 2 = 0<t=b 


7T 5 7T 

Vay phuong trinh có nghiem: x = —b k2n va x =-b k2n, (k G Z). 

6 6 


sin x = 2 (loai) 

sin x = — (t/m) 
2 


© PT<^ 


tan x = 1 


tanx 


1 -yy2 sin x — 5 sin x + 2 = 0 


£ 


sin x — 2 (loai) 
1 

sin x — — 

2 


TT r 

Vay phuong trinh có nghiem: x — -b k2n va x =-b k2n, (k G Z). 

6 6 


1 — eos 


OPT^ 


2x — 


7T 


1 + eos2x ^ g j n 2 X = — eos2x O tan2x = — l<0-x = - — + k—. 


Bái 4. Giái các phirong trinh sau 

O sin 4 x + eos 4 x = sin 2x — — 

— v . 4 X 4 X 0 • 

© sin —|- eos — = 1 — 2 sin x 

2 

2 2 
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< \ 



© 2 (sin 4 x + eos 4 x) — eos 

— — 2 x 
2 

v y 

= 0 

© sin 6 x + eos 6 x = eos 4x 


Huóng dan giái: 

O PT <=>1 — 2 sin 2 x eos 2 x = sin 2x — — <=> 1 — — sin 2 2x — sin 2x — - 

2 2 2 


A> sin 2x — 2 sin 2x — 3 = 0 <=> 


sin 2x — — 1 ti- 77 - 

, <=>2x =-b k2n <=> x — -hfc7r,(fceZ). 

sm 2x — 3 (loai) 2 4 


© PT <=> 1 — — sin 2 x — 1 — 2 sin x <=> sin 2 x — 4 sin x = 0 <=> 
2 


sin x — 0 


© PT<=> 2 


1 -sin 2 2x 

2 


sin 2x — 0 <=> sin 2x + sin 2x — 2 — 0 <=> 


sin x — 4 (loai) 

sin 2 x = 1 


<4- x — krt (k £ Z). 


sin 2 x = — 2 (loai) 


<=> 2x = — + fc27r <=> x = — + kix, (k Z). 

2 4 ' 

3 

© PT <=> 1 — 3 sin 2 x eos 2 x = 1 — 2 sin 2 2x <=> 1-sin 2 2x = 1 — 2 sin 2 2x 


7r 


<=> sin 2x = 0 <=> 2x = kn <=> x = k —, (fc € Z). 


Bái 5. Giái các phuffng trinh sau 

O sin 1 x + eos 4 x + sin x eos x = 0 

© eos 4 x = sin 2 x — — 


^ 2 (sin 6 x + eos 6 x) — sin x eos x 
© —- -f= - z -= 0 (A06) 

V 2 — 2 sin x 

(2 — y¡3) eos x — 2 sin 2 (— — —) 

O-^-4_ = ! 

2 cosx — 1 


Huóng dan giái: 


1 -2. . 1 ■ 


O PT <=> 1 — — sin 2 2x + — sin 2x = 0 <=> sin 2 2x — sin 2x — 2 = 0 <=> 
2 2 


sin 2 x = — 1 
sin 2x — 2 (loai) 


<=> x = — ^ + kn, e Z). 


A 


© (A-2006) Biéu kién: V2 — 2 sin x ^ 0 <=> sin x ^ —— <=> 

2 


7T 


X ^-b fc27T 

4 

3tt 

X ^-b /c27T 

4 


PT <=> 2(sin 6 x + eos 6 x) — sin x eos x = 0 <=> 2 


1 — — sin 2 2 x 
4 


— sin 2 x = 0 
2 


<=> 3 sirr 2x + sin 2x — 4 = 0 <=> 


7T 


sin2x = 1 

4 Ox = - + k,(¿bZ). 

sin2x =-(loai) 4 

3 

57T 


Két hop nghiém ta thu dirac nghiém cüa phircmg trinh x =-b k2n. 

4 
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© PT eos 4 x = 1 — eos 2 x — — 4A 4 eos 4 x + 4 eos 2 x — 3 = 0 

4 


eos x — — 

2 

2 3 

eos x — -(loai) 

4 


<í=> 2 eos 2 x — 1 = 0 44 eos 2x — {) 44 2x — — + kn 44 x — — + k —, (fceZ). 

2 4 2 


7T 


© Biéu kién: 2 eos x ^ 1 x ^ ± —P &27T. 

3 

PT <í=> (2 — y¡3) eos x — 2 sin 2 (— — — 2 eos x — 1 —\¡3 

2 4 


cosx 


I — eos 


7T 

x- 

2 


'O 


= -1 




44 vo cosx — eos 


7T 

-X 

2 


0<^ V3 


eos x — sin x 


0 tan x — 4^> 44 x = — + kn, (k € Z). 

3 


Bái 6. Giái các phirong trinh sau 

O sin 3x + eos 2x — sin x = 0 (D-2013) 
© sinx + 4cosx = 2 + sin2x (A-2014) 


© sin5x + 2 eos 2 x = 1 (B-2013) 

© eos 3x + eos 2x — eos x — 1 = 0 (D-2006) 


Huóng dán giái: 

O PT O sin 3x — sin x + eos 2x = 0 <^> 2 eos 2x sin x + eos 2x = 0 eos 2x(2 sin x + 1) = 0 




eos 2x = 0 

1 ^ 

sin x =- 

2 


7T , 7T 

x — —\- k — 

4 2 

7T 

X =-p /C27T . 

6 

7tt 7 „ 

x =-P «: 27 r 

6 


© PTo sin5x + 1 + cos2x = 1 44 cos2x = — sin5x 44 cos2x = sinf—5x 


eos 2x = eos 


7r 

—P 5x 
2 


«A 


7r 


2x = —p 5x + k2n 
2 


44 


7r 


2x =-5x + &27r 

2 


7T , 2tT 

x — - k — 

6 3 (* e z). 

7r , 27T 

x =-P k — 

14 7 


© PTo sin x + 4 eos x = 2 + 2 sin x eos x <íA sin x(l — 2 eos x) + 2(2 eos x — 1) = 0 

sin x — 2 (loai) 

l 44- x — ± —p k27T. 


44 (sin x — 2) (1 — 2 eos x) = 0 «F» 


cosx = — 
2 


© PT<tl> eos 3x — eos x + eos 2x — 1 — 0 44 —2 sin 2x sin x — 2 sin 2 x = 0 


<íA sin x(sin 2x + sin x) = 0 


sin x = 0 

sin x = 0 

44 

44 

sin 2x + sin x = 0 

2 eos x +1 = ü 


x — kir 
. 2n 

x — ±-P k2n 

3 
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MOT SO DANG PHUmiG TRINH LLPONG GIAC 


DANG 1. PHÜONG TRINH BÁC NHÁT VÓI SINX VA COSX 


es Dang phir(mg trinh: a sin x + b eos x = c 


& Cách giái: Chía hai vé phirong trinh cho ■Ja 2 + i 2 

b c 


■ sin x + 


eos x = 


yja 2 + b 2 y] a 2 + b 2 \¡a 2 +b 

b 


Cl: Bát — 
V 1 

C2: Bát 


a 

a^+~b 2 

a 


= cosa, 


= sin (3, 


yja 2 +b 2 

b 


yja 2 + b 2 yja 2 +b 2 

& Biéu kien có nghiem cúa phircmg trinh: a 2 + b 2 > c 2 

b 


— sin a. Khi dó PT <44> sin(x + a) = 


= eos (3. Khi dó PT cos(x — ¡3) 


Va 2 + b 2 


X = ? 


X 


.es - Chú y: Khi phrrang trinh có 
phép nhóm nhán tu chung. 


a 


hoác 


■Ja 2 + b 2 

thi dúng cóng thúc góc nhán dói va su dung 


= ? 


Bái 1. Giái các phirong trinh sau 


O eos x + y¡3 sin x = \¡2 

© 2 sin x + 2 eos x = y¡6 

© y¡3 eos 3x — sin 3x = \¡2 

© sin x + eos x = \¡2 sin 5x 


Huó ng dan giái: 

O Nhán xét : Trong PT náy ta xác ctinh các hé só a = 1, b = y¡3, c — y¡2 thóa man áiéu kien 
a 2 + b 2 > c 2 do dó phucmg trinh náy có nghiem. Dé giái PT ta can chia cá hai vé cho 


yja 2 + b 2 = yjl 2 + (V3) 2 = 2. 


1 y¡3 . V2 

PT 4=> — eos x H-sin x =- 4=> sin 

2 2 2 


7 r 

x H- 

6 


2 


7T 


X — -b /¿27T 

12 

7 7T _ 

X =-b k27T 

12 


A 1 1 . s . 

© PT 4=b —¡= eos x H—¡= sin x =-4=b sin 

V 2 di 2 


a dt« TÍ , 1 . „ di ■ 

© PT -eos 3x-sm 3x =-sin 

2 2 2 




7T 

X H- 

4 


2 


7 r 


x =- b k2n 

12 

^7T 

x =- b k2n 

12 


— — 3x 
3 


\ 






7T 7T . 

-3x =- b ^27T 

3 4 

7T 377 

-3x =- b k2n 

3 4 


4V> 


7T 27T 

y*.^- 

36 3 


© PT ~^= sin x + ~^= eos x = sin 5x 4=b sin 
y¡2 yj 2 


í 


7T 

X+ 4 




— sin5x 
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7 r 


5x = x H-F k2n 

4 

_ 3tt 7 

5x =-X + KZ7T 

4 




x = 




7 , 7T 

- + k- 
16 2 
7T , 7T 

- + k- 

8 3 


Bái 2. Giái các phuong trinh sau 

7T 

sin —\- ¿x — 1 

2 


O V3 sin 2x + 


© 3 sin x — s¡3 eos 3x = 1 + 4 si 


sin x 


© (V3-1) sin x — (sis +1) eos x + V3 -1 = 0 
© eos 7x — V3 sin 7x + s¡2 = 0, x e 


27T 67T 

T’T 


Huóng dán giái: 

V3 . „ 1 


O PT <í4> V3 sin 2a; + eos 2x = 1 — sin 2x H— eos 2a; = — sin 

2 2 2 


2a; + - 

6 


1 

2 




~ 7T 7T 7 _ 

2x H— = —P ¿27 t 

6 6 

_ 7T 57T 7 ^ 

2x H— =-P A;27 t 

6 6 




x — kir 

7T (& £ Z). 
x = —P kn 
3 


© PT<^> 


V3 — 1 . V3+1 


sm x 


eos x = 


l->/3 


V8 V8 Vs 

Nhán xét ; Sü dungmáy tính 57OES PLUS ta bám SHIFT SIN cúa 


V3 +1 5tt 

-¡=— thu diroc —, tire ta 

Vs ' 12 


. 5tt Iz + 1 , . 57r . . 57r 1 — VI 

sin — = j=—. Fov ta co nen aíra phuong trinh ve dang eos — sm x — sin — eos x = ¡=— 

12 J« " 12 12 ^ 

5tt 

ngay ¡áp tíre hay chira? Cáu trá loi 1á chira. Bái vi két quá — khóngphái giá tri cung luonggiác dac 

12 

hiét có mat trong SGK? Vi váy ta nén lám nhu sau cho thuyét phuc: 

7T 7r) .7T 7T 7T . 7T \¡2 \¡3 \¡2 1 V 3 +I 

—t— = sm — eos —P eos — sm — = —.-1-. — =--¡=—. 

4 6 46 4622 22 ^8 


, . 57T 

Ta co sm— = sm 
12 


57r . .57r s¡3 — 1 

Nen PT kS eos — sm x — sm — eos x — -~¡=— kS sm 

12 12 yi 


57r 
x H- 

12 




‘ 57t' 1 


= — eos 


12 



5tt^ 


7 7T 


5tt^ 


( 

7 r 

áá sin 

x H- 

12 

V 2 

= eos 

12 

kS sin 

x H- 

12 

\ 2 

= sin 

12 




5tT 7T 7 

x H-=-F A;27 t 

12 12 

57T 137T 

x H-=-F k2n 

12 12 


7T 2?T 

Váy phuong trinh có nghiem: x = -K k2n vá x = - \- k2n , (A; G Z). 

2 3 


© PT sin 3x — V 3 eos 3x = 1 — sin 3x + eos 3x = — 

2 2 2 


1 


sm 


3x + — 
3 


1 

= - 
2 


o 7T 7T 

3x H— = —F ^27 t 
3 6 

_ 7T 571 

3x H— =-F k2n 

3 6 




7 T 7 2n 

x =-F k — 

18 3 

7T 7 27T 

x = —F k — 

6 3 
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ThS. Trán Manh Han (0974514498) 


thayHanSPl 


_ V3 . ^ 1 V2 

© PT<t=b-sm 7x -eos 7x — — sm 

2 2 2 


7x — — 

6 


tí 




7T 7r 7 

7x-= —(- A:27 t 

6 4 

_ 7T 37T 7 ^ 

7x -=-b k2n 

6 4 


<í=> 


7x — - b A:27 t 

12 

_ 117T , _ 

7x — -b k2n 

12 




57r , 27 t 

X =-b k — 

84 7 

117T , 2n 

X — -b k — 

84 7 


(fc€ Z). 


Nhán xét : Dé tim nghiém x € 


^27T 677 ^ 

T’T 


thifc chát lá ta phái chon só nguyén k thóa man 


2 i r 57 t 27t 677 , w 27t ll7r 27 t 677 , , x 

— <-b k — < — noac — <-b k — < — tire la ta phai giai cae bat phucmg trinh 

5 84 7 7 ’ 5 84 77 

2 5 2k 6 2 11 2k 6 . , , , , , , x 

— <-1-< — ; — <-t- < — ae tim cae míen gia tri cua k roí sau ao chon k la so 

5 84 775 84 77 

nguyén. 

53t r 575- 597;- 

KL: Váy phircme trinh có các nghiém thóa man diéu kién lá: x — -, x — — va x — -. 

' ' 84 12 84 

Ngoái ra, ta có thé khóng can giái các BPT nghiém nguyén ó trén báng cách su dung 57OES PLUS 
nhu sau: 


- Truác tién ta tim khoáng gán dúng cúa 


( 2 6^ 

5’7 


lá 0,4;0,857... 


5 2X 

- Nháp biéu thúc thú nhát -1- váo máy tính (vi máy tính khóng có k nén ta coi X lá k) rói 

84 7 

CALC vái các giá tri X = 0; ±1; ±2; ±3... cíe kiém tra xem có thóa man hay khóng. Khi dá ta tim 

537T 


dirac k = 2, úng vái nghiém lá x — 


84 


5 tt 597;- 

- Tuomg tu cho biéu thúc thú 2 thu duac k = 1; k = 2, tuemg úng veri nghiém x — vá x — ^ 


Bái 3. Giái các phirong trinh sau 

O eos 7x — sin 5x = \¡3(cos bx — sin 7x) 

\¡3(1 — cos2x) 


2 sin x 


— cosx 


© tan x — 3 cot x = 4(sin x + \[?> eos x) 

^ sinx —sin2x rz ^ „„„„ 

O -= V3 (CD2004) 

eos x — eos 2x 


Hiróng dan giái: 

O Nhán xét : Dói veri PT dang a sin x + b eos x = c thi chúng ta có thé giái mót cách dé dáng báng 
cách chia cho \]o 2 + b' . Nhung néu gap dang a sin rnx + b eos rnx = c sin nx + d eos nx trong 
dó a 2 + b 2 = c 2 + d 2 thi lám thé náo? Cié binh tính quan sát nhé! Chúng ta nhán tháy mói vé cúa 
phucmg trinh déu có dang bác nhát cúa sin vá eos, ta thú chia mói vé cho sja 2 + b 2 , rát may 


V 2 j 2 / 2 j2 r w 7 XA ~ X r \ /\ \ r 

a +0 = V c + d . Nhimg luu v ráng, ta phái chuyén vé sao cho mói vé có cúng mót cung. Tú dó 
ta có lái giái nhu sau: 

PT O eos 7x + s¡3 sin7x = sin 5x + s¡3 eos 5x — cos7x + -^sin7x = — sin 5x + eos 5x 

2 2 2 2 
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ThS. Trán Manh Hán (0974514498) 


FB: thayHanSPl 


44 sin 

„ 7T 

7x H— 

= sin 

_ 7T 

5x H— 


6 

\ 2 


3 

\ / 




7x + — = 5x + — + k2n 
6 3 

7x + — — — — 5x + k2w 
6 3 




7T , 

x — -b kn 

12 

7T , 7T 

x — - \- k — 

24 6 


© Biéu kién: 


sin 7 ¡- 

sin 2x ^ 0 x ^ k —. 
eos x ^ 0 2 


PT<^ 


• 2 o 2 

sin x — 3 eos x 


sin x eos x 


= 4(sin x + V3 eos x) 44- (sin x + ^3 eos x) 


sin x + V3 eos x 


sin x eos x 


= 0 


44 


sin x + V 3 eos x = 0 


sin x + V3 eos x = 2 sin 2x 


44 


tanx = —\¡3 

— sin2x 


sin 


7 r 

x H- 

3 


, . . 7r 7 r 

Giái va két hop nghiém tren diráng trón lirang giác ta thu duge: x — -b A:tt; x =-á:2tt; 

3 3 

2tt i 2 i r , 1 r—. 

x — -b k —, (k € Z). 

9 3 

© Biéu kién: sin x ^ 0 O x ^ k 


PT 44 sin 2x + V 3 eos 2x = V 3 44 sin 


2x + — 
3 


2 


n 7T 7T , 

2x H— = —b k2n 

3 3 

_ 7T 27T , _ 

2x H— =-b k2n 

3 3 


7T 


x — kn (loai) 

44 y;- . Vay phucmg trinh có nghiem: x = — + fc7T, (fcGZ). 

x = — + kit 6 

6 

, 27T 

© Biéu kién: eos x — eos 2x ^ 0 44 2x ^ ±x + k2n 44 x ^ k — 

3 

PT 44 sin x — sin 2x = V3 (eos x — eos 2x) 44 sin x — \¡3 eos x = sin 2x — V 3 eos 2x 

1 . V3 1 . _ V3 _ 

44 — sm x-eos x — — sin 2x-eos 2x 44 sin 

2 2 2 2 


7 r 

x- 

3 


= sm 


2x — — 
3 




44 


x = — k2n 

5t r , 2 tt G z )- 

x =-b k — 

9 3 


Vay phucmg trinh có nghiem: x = —k27T] x = -b k — . 

9 3 


Bái 4. Giái các phmrng trinh sau 

O eos x + ^3 sin x = —-— 


© 1 + tan x = 2 V 2 si 


sm 


cosx 


7r 

X+ 4 


(A2013) 


© V3 eos 5x — 2 sin 3x eos 2x — sin x = 0 (D09) © 4 sin x + 3 eos x + 


6 


4 sin x + 3 eos x +1 


= 6 


Hu'ó ng dán giái: 
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ThS. Trán Manh Han (0974514498) 


FB: thayHanSPl 


7T 


O Biéu kién: eos x ^ 0 <í=> x ^ —F kn. 

2 


PT eos 2 x + \¡3 sin x eos x = 1 eos 2x + \¡3 sin 2x = 1 <í4> — eos 2x + sin 2x 


1 

2 




sm 


2x + - 
6 


1 

= - 
2 


_ 7r 7r , 

2x H— = —b A:27 t 

6 6 

_ 7T 57T , 

2x H— =-b k2n 

6 6 

7r 


<É=b 


x — kn (t/m) 

7r (k eZ). 

X — -b K7T (t/m) 

3 


Váy phiroiig trinh có nghiém: x — kn] x — -b kn . 

3 


7T 


© Biéu kién: eos x ^ 0 <kb x ^ —b kn. 

2 


sm x 


PT 1 + --= 2(sin x + eos x) <bb (sin x + eos 


x\ 


cosx 


-2 


cosx 


= 0<& 


tanx = — 1 


cosx = — 
2 


, y 7T 7T 

Két hop vói diéu kién thu duge nghiém cüa PT: x — — — + k7t; x = ± — + k2it, {k G Z). 


lX 


© PT \¡3 eos 5x — (sin 5x + sin x) — sin x = 0 V3 eos 5x — sin ñx — 2 sin: 

(Jfeez). 


sm 


— — 5x 
3 


= sm x 


7r 


-5x = x + k2ir 

3 




-5x = 7T — X + /c27T 

3 


7T , 7T 

x =- k — 

18 3 ? 

7T , 7T 
X =-/fe — 

6 4 


71 71 71 71 

Váy phuong trinh có nghiém: x =- k — ;x =- k —. 

18 3 6 4 


© Bát t = 4 sin x + 3 eos x + 1, (£ ^ 0) 

PT^í-l + - = 6<b»¿ 2 -7¿ + 6 = 0<^ 
t 


t = 1 
t = 6 


4 3 

+ Vói t = 1 ta có 4 sin x + 3 eos x = 0 <í=> — sin x H— eos x = 0 

5 5 

O eos a sin x + sin a eos x = 0 sin (x — a) = 0 <=> x = a + kn. 


4 3 

+ Vói t = 6 ta có 4 sin x + 3 eos x = 5 — sin x H— eos x = 1 

5 5 


7T 


O eos a sin x + sin a eos x = 1 O sin (x — a j = 1 x — a + — + k2n. 

7T 

Váy phuong trinh có nghiém: x = a + fc27r; x = a H-b k2n trong dó sin a - 

2 

DANG 2. PHÜONG TRINH THUÁN BÁC HAI VÓI SINX VÁ COSX 

jgz Dang phiro’ng trinh: a sin 2 x + b sin x eos x + c. eos 2 x + d = 0 

& Cách giái: 

Cách 1: + Xét eos x = 0 có lá nghiém phuong trinh khóng? 


3 4 

— va eos a = —. 
5 5 
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ThS. Trán Manh Hán (0974514498) 


FB: thayHanSPl 


+ Xét eos x ^ 0, chia hai ve phuong trinh cho eos 2 x ta duge: 

a tan 2 x + b tan x + c + d(l + tan 2 x) — 0 =b tan x =b x 
Cách 2: Dung cóng thúc ha bac dirá ve phirong trinh bac nhát vái sin 2x va eos 2.x (dang 1). 


Bái 1. Giái các phuong trinh sau 

O 2 sin 2 x + sin x eos x — 3 eos 2 x — 0 
© sin 2 x —10 sinxeosx + 2Icos 2 x = 0 


© 2 sin 2 x — 3 sin x eos x + eos 2 x = 0 
© 2 sin 2 x — 5 sin x eos x + 3 eos 2 x = 0 


Hu’ó’ng dán giái: 

O 2 sin 2 x + sin x eos x — 3 eos 2 x = 0 

+ Xét eos x = 0 (tíre sin 2 x = 1): Khi dó PT tro thánh 2 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 
+ Xét eos xí 0, chia hai ve phuong trinh cho eos 2 x ta duge: 

7T 


2 tan" x + tan x — 3 = 0 


tanx = 1 

3 ^ 

tanx =- 

2 


x — — b kn 
4 




x = arctan 


(fc€ Z). 


+ kn 


Cách 2 : PT 44- 2(1 — eos 2x) + sin 2x — 3(1 + eos 2x) = 0 sin 2x — 5 eos 2x = 1 

2t 1 — t 2 

Bat t = tan x khi dó sin 2x =--; eos 2x = --—. Phuong trinh tro thánh 


i + r 


i + r 


2t 2 + t - 3 = 0 <bb 


t = 1 

2 


© 2 sin 2 x — 3 sin x eos x + eos 2 x = 0 

+ Xét eos x = 0 (tíre sin 2 x = 1): Khi dó PT tro thánh 2 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 
+ Xét eos x ^ 0, chia hai vé phuong trinh cho eos 2 x ta duge: 

7r 


2 tan" x — 3 tan x +1 = 0 


tanx = 1 

1 ^ 

tanx = — 

2 


x = — b kn 
4 


x = arctan 


.j\ (fceZ). 
+ /ot 


© sin 2 x —10 sin x eos x + 21 eos 2 x = 0 


+ Xét eos x = 0 (túc sin 2 x = 1): Khi dó phuong trinh tro thánh 1 = 0 nén eos x = 0 khóng t/m. 
+ Xét eos x ^ 0, chia hai vé phuong trinh cho eos 2 x ta duge: 


tan 2 x — 10 tan x + 21 = 0 


tan x = 3 
tan x = 7 




x = arctan 3 + kn 
x — arctan 7 + kir 


(k G Z). 


© 2 sin 2 x — 5 sin x eos x + 3 eos 2 x = 0 

+ Xét eos x = 0 (tíre sin 2 x = 1): Khi dó phuong trinh tro thánh 2 = 0 nén eos x = 0 khóng t/m. 
+ Xét eos xí 0, chia hai vé phuong trinh cho eos 2 x ta duge: 

7T 


2 tan" x — 5 tan x + 3 = 0 «Cb 


tanx = 1 

3 & 

tanx = — 

2 


X =-b kll 

4 


x = arctan 




{k G Z). 


+ kn 


Bái 2. Giái các phuong trinh sau 

O sin 2 x + (1 — y¡3) sin x eos x — V3 eos 2 x = 0 © 3 sin 2 x + 4 sin 2x + 4 eos 2 x = 0 
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ThS. Trán Manh Han (0974514498) 


FB: thayHanSPl 


© 3 sin 2 x — 4 sin x eos x + 5 eos 2 x — 2 © 3 sin 2 x + 4 sin 2x — (8^3 — 3) eos 2 x — 3 


O sin 2 x + (1 — \¡3) 


sin x eos x 


Huúng dán giái: 

— V3 eos 2 x = 0 


+ Xét eos x = 0 (túc sin x = 1): Khi dó phuong trinh tro thánh 1 = 0 nén eos x = 0 khóng t/m. 

r 2 

+ Xét eos x ^ 0 , chia hai ve phuong trinh cho eos x ta duge: 

tanx = — 1 


tan x + 


( 1 -V 3 ) 


tanx 


V 3 = 0 


tanx = 






7 r 


x — - \- kir 

4 (¡feeZ). 

7T , 

X — - \- K7T 

3 


© PT 3 sin 2 x + 8 sin x eos x + 4 eos 2 x = 0 

+ Xét eos x = 0 (túc sin 2 x = 1): Kh i dó phirong trinh tró thánh 3=0 nén eos x = 0 khóng t/m. 
+ Xét eos x ^ 0 , chia hai ve phuong trinh cho eos 2 x ta drrgc: 


3 tan" x + 8 tan x + 4 = 0 



tanx = —2 

x = arctan(—2) 

0 4 » 

2 ^ 


( \ 

2 


tanx =- 

x = arctan 



3 


3 

\ / 


+ kn 


{k € Z). 


© 3 sin 2 x — 4 sin x eos x + 5 eos 2 x = 2 

+ Xét eos x = 0 (túc sin 2 x = 1): Khi dó phirong trinh tro thánh 3 = 2 nén eos x = 0 khóng t/m. 
+ Xét eos x ^ 0, chia hai ve phirong trinh cho eos 2 x ta duge: 

tanx = 1 


3 tan" x — 4 tan x + 5 = 2(1 + tan" x) 


tanx = 3 




7T 


X = — +k-7T n 

4 (fceZ). 

x = arctan 3 + kn 


© PT <h> 3 sin 2 x + 8 sin x eos x — (8V3 — 3) eos 2 x = 3 


+ Xét eos x = 0 (túc sin 2 x = 1): Khi dó phuong trinh tro thánh 3=3 nén eos x = 0 thóa man. 


7T 


Túc lá x =-b kir lá nghiém cúa phuong trinh. 

2 

+ Xét eos xí 0, chia hai ve phuong trinh cho eos x ta duge: 

3tan 2 x + 8tanx — [$43 — 3j = 3(1 + tan 2 x) tanx = x = ^ + kn (fceZ). 


Váy phuong trinh có nghiém: x =-b kw, x — -b kw. 

2 3 

DANG 3. PHlTONG TRINH BÁC BA VÓI SINX VÁ COSX 
jsí Dang phucmg trinh: 

a sin 3 x + b eos 3 x + c sin 2 x eos x + d eos 2 x sin x + e sin x + / eos x = 0 

& Cách giái: 

+ Xét eos x = 0 có lá nghiém phuong trinh khóng? 


r 0 Q 

+ Xét eos xí 0, chia hai ve phuong trinh cho eos x vói chú y: --— = 1 + tan x. 

eos x 


Bái 1. Giái các phuong trinh sau 


O sin x — 4 sin'’ x + eos x = 0 

© 2 sin 3 x = eos x 

© 2 eos 3 x = sin 3x 

© 4 eos 3 x + 2 sin 3 x — 3 sin x = 0 

Huó ng dán giái: 
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ThS. Trán Manh Hán (0974514498) 

O sin x — 4 sin ' 5 x ± eos x — 0 
+ Xét eos x = 0 (túc sin x = ± 1): Khi dó PT tró thánh ±3 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 

r 3 

+ Xét eos x 0, chia hai ve phirong trinh cho eos x ta dirge: 

tan x(l ± tan 2 x) — 4 tan' 5 x ± (1 + tan 2 x) — 0 3 tan' 5 x — tan 2 x — tan x — 1 = 0 


7T 

44 (tan x — 1) (3 tan 2 x + 2 tan x + 1) = 0 O tan x = 1 44 x — — + ¡C7r (k E Z). 

Nhán xét : Khi giái phuomg trinh bác 3 các em thiráng bám máy tính dé ra nghiém ngay, nén các em 

bien dói phuomg trinh 3 t 3 — t ¿ — í — l — 0 4> t = \. Nhu thé liéu da dáy dú chira? Cáu trá lai la 
chira dú vi chúng ta khóng hé hoc cóng thúc nghiém phuomg trinh bác 3. Các em can phái phán tích 
thánh nhán tú truác khi dita ra nghiém. Váy lám thé náo dé phán tích nhanh nhát? 

Buác 1: Düng máy tính 570ES PLUS thu áutyc nghiém nhu sau t = 1, í = —1± 0,47¿ (1 nghiém 
thuc vá 2 nghiém phúc). Chú y dén só — — nhé! 

Buác 2: Viét nhán tú: do PT có nghiém t = 1 nén có mót nhán tú (t — 1), váy nhán tú con lai lá gi? 
Dita váo hé só dáu tién vá cuói cüng trongphuomg trinh bác 3 ta thu duac hé só dáu tién vá cuói cüng 
cúa nhán tú con ¡ai, túc lá có nhán tú nüa (3 1 2 + Bt ±1). Dé tim B ta dita váo phán thuc cúa 

1 B 

nghiém phúc con lai — — = — tú dó suy ra B = 2. Váv ta láp túc phán tích phuomg trinh thánh 

(t — 1) (3í 2 + 2t +í) 44 t — 1. 

© 2 sin 5 x — eos x 

+ Xét eos x = 0 (túc sin x = ± 1): Khi dó PT tró thánh ±2 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 

+ Xét eos x ^ 0 , chia hai ve phirong trinh cho eos 3 x ta dirge: 

2 tan 5 x = 1 + tan 2 x 44 2 tan' 5 x — tan 2 x — 1 = 0 


(tan x — 1) (2 tan 2 x + tan x + 1) = 0 44 tan x = 1 44 x 


— + kn {k £ Z). 


© 2 eos 3 x — sin 3x 44 2 eos 3 x — 3 sin x — 4 sin' 5 x 

+ Xét cosa; = 0 (túc sin a; = ±1): Kh i dó PT tró thánh 0 = ±1 nén cosa; = 0 khóng thóa man. 

r 0 

+ Xét eos x ^ 0, chia hai ve phirong trinh cho eos x ta dirge; 

2 = 3 tan x(l + tan 2 x) — 4 tan 3 x 44 tan 3 x — 3 tan x ± 2 = 0 


(tan x — l) 2 (tan x + 2) 


0 «± 


tan x — 1 
tana; = —2 




X — -b klT 

4 

x — arctan(—2) + kir. 


(k G Z). 


Nhán xét : Khi bám máy tính giái phuomg trinh t ’ — 3/. ± 2 = 0, chúng ta thu duac 2 nghiém 
t = 1, t = —2 . Khi dó phán tích phuomg trinh thánh t 3 — 3t + 2 = (t — 1) (t + 2). Nhu thé liéu dáy 
dú chira? Các em háv dé y bác ó hai vé dé tu dita ra cáu trá lai nhé. Nhu váy lá da thúc náv con có 1 
nhán tú nüa, theo các em nhán tú náv lá t — 1 hay t + 2. Cáu trá lai lá t — 1, vi sao lai nhu váv? 
Rát dé dáng thói nhán tú thú ba náy lá t + 2 thi só hang tu do cúa da thúc ban dáu phái lá —4, 

khóng ón rói. Váy két quá lá t 3 — 3t + 2 = (t — 1) (t + 2) (t— 1) = (t— l) 2 (í + 2). 

© 4 eos 3 x + 2 sin ' 5 x — 3 sin x — 0 

+ Xét cosa; = 0 (túc sin a; = ±1): Khidó PT tró thánh ±1 = 0 nén cosa; = 0 khóng thóa man. 

+ Xét eos x ^ 0, chia hai vé phirong trinh cho eos 3 x ta dirge: 

4 ± 2 tan 3 x — 3 tan x(l ± tan 2 x) — 0 44 tan 3 x ± 3 tan x — 4 = 0 
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ThS. Trán Manh Han (0974514498) 

(tan x — 1) (tan 2 x ± tan x ± 4) = 0 tan x = 1 <±> x 


FB: thayHanSPl 


7T 


— — + kn (fceZ), 


Bái 2. Giái các phirong trinh sau 

O sin x sin 2x ± sin 3x — 6 eos 3 x 
© 6 sin x — 2 eos 3 x — 5 sin 2x eos x 


© eos 3 x — sin 3 x — sin x ± eos x 
© eos 3 x ± sin x — 3 sin 2 x eos x — 0 


Huúng dán giái: 

O sin x sin 2x ± sin 3x — 6 eos 3 x 2 sin 2 x eos x ± 3 sin x — 4 sin 3 x — 6 eos 3 x 
+ Xét eos x = 0 (túc sin x = ±1): Khi dó PT tró thánh ±1 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 

+ Xét eos x ^ 0 , chia hai ve phirong trinh cho eos x ta dirge: 

2 tan 2 x ± 3 tan x(l + tan 2 x) — 4 tan 3 x — 6 <±> tan 3 x — 2 tan 2 x — 3 tan x ± 6 = 0 


(tan x — 2) (tan 2 x — 3) = 0 <±> 


tan x — 1 
tanx = V3 <±> 
tanx = —^3 


7r 


x — — \-kw 
4 


7T 


X 


— + k7r (k e z). 


7T 


x =-h kn 

3 


© PT eos 3 x — sin 3 x — sin x — eos x = 0 

+ Xét eos x = 0 (túc sin x = ±1): Khi dó PT tró thánh ±2 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 

r 0 

+ Xét eos x ^ 0 , chia hai ve phirang trinh cho eos x ta dirge: 

1 — tan 3 x — (tan x + 1) (1 + tan 2 x) = 0 1 — tan 3 x — (tan 3 x + tan 2 x + tan x + 1) = 0 


<±> tan" x + tan x = 0 


tan x = 0 
tanx = — 1 




x = ki: 

7 r (& £ Z). 

x =-b K7T 

4 


© 6 sin x — 2 eos x = 5 sin 2x eos x 6 sin x — 2 eos 3 x = 10 sin x eos" x 
+ Xét eos x = 0 (túc sin x = ±1): Khi dó PT tró thánh ±6 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 

+ Xét eos xí 0, chia hai ve phirong trinh cho eos 3 x ta dirge: 

6 tan x(l + tan 2 x) — 2 = 10 tan x <±> 6 tan 3 x — 4 tan x — 2 = 0 


7r 


(tan x — 1) (6 tan" x + 6 tan x ± 2) = 0 O tan x = 1 <±> x = — + kn (k G Z). 

© eos 3 x + sin x — 3 sin 2 x eos x = 0 

+ Xét eos x = 0 (túc sin x = ±1): Khi dó PT tró thánh ±1 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 

r 0 

+ Xét eos xí 0, chia hai ve phirong trinh cho eos x ta dirge: 

1 ± tan x(l ± tan 2 x) — 3 tan 2 x = 0 <±> 2 tan 3 x — tan x — 1 = 0 

7T 

(tan x — 1) (2 tan 2 x ± 2 tan x ± 1) = 0 tan x = 1 <±> x = — + kn (k G Z). 

Bái 3. Giái các phirong trinh sau 

O eos 3 x — 4sin 3 x — 3eosxsin 2 x±sinx = 0 © 1 ± 3tanx = 2sin2x 

S 1 
-—±- 


© 2 sin x ± 2 a/3 


cosx 


eos x sin x 


© tan x sin" x — 2 sin" x = 3(cos 2x ± sin x eos x) 


Huóng dán giái: 


O eos 3 x — 4 sin 3 x — 3 eos x sin 2 x ± sin x = 0 


+ Xét eos x = 0 (túc sin x = ±1): Khi dó PT tró thánh ±1 = 0 nén eos x = 0 khóng thóa man. 

+ Xét eos x^O, chia hai ve phirong trinh cho eos 3 x ta dirge: _ 
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1 — 4 tan 3 x — 3 tan 2 x + tan x(l + tan 2 x) — 0 +> 3 tan 3 x + 3 tan 2 x — tan x — 1 = 0 


44- (tan x +1) (3 tan 2 x — 1) = 0 +> 


tanx = — 1 

£ 


tanx = 


tanx = 




£ 


7T 7 

X — -F KIT 

4 

x — — + kir (fceZ). 
6 

7T , 

X — -F kn 

6 


© Biéu kién: eos x ^ 0 . Khi dó phuong trinh tro thánh: eos x + 3 sin x — 4 sin x eos 2 x 
Chia hai ve phuong trinh cho eos x ta dirac: 

(1 + 3 tan x) (1 + tan 2 x) — 4 tan x <+ 3 tan 3 x + tan 2 x — tan x +1 = 0 

7T 

<+ (tan x + 1) (3 tan 2 x — 2 tan x + 1) = 0 <+ tan x — — 1 <+ x = — — (t/m), (A: G Z). 

2 V 3 eos 2 x sin x = V 3 sii 

Chia hai ve phirang trinh cho cos° x ta dirge: 

2 tan 2 x + 2 a/ 3 tan x = (V3 tan x +1) (tan 2 x + 1) <+ y¡3 tan 3 x — tan 2 x — V 3 tan x + 1 = 0 


© Biéu kién: eos x ^ 0 . PT tro thánh: 2 sin 2 x eos x + 2V3 cos^ x sin x = V3 sin x + eos x 

3 


<+ (tan 2 x — 1) (V 3 tan x — 1) = 0 <+ 


tanx = 1 
tanx = —1 <+ 

tanx = 


7 r 


x = —F kn 
4 


7T 


x = — — + kir (t/m), (k G Z). 


7T 


x = —F kir 
6 


© Biéu kién: eos x ^ 0 . PT tro thánh: sin 3 x — 2 sin 2 x eos x = 3(2 eos 3 x + sin x eos 2 x — eos x) 
Chia hai vé phuong trinh cho eos x ta duoc: 

tan 3 x — 2 tan 2 x = 3(2 + tan x — 1 — tan 2 x) <+> tan 3 x + tan 2 x — 3 tan x — 3 = 0 

7r 


<+ (tanx + l)(tan 2 x — 3) = 0 +> 


tan x = 1 

tan x = V 3 +> 

tan x = — ^3 


x = —F kn 
4 


7r 


x =-F kir (t/m),(A gZ), 

3 


7T 


x =-F kn 

3 


Bái 4. Giái các phirong trinh sau 

O eos 3 x — sin 3 x = eos 2 x — sin 2 x 


© eos 3 x + sin 3 x = cos2x 


© eos 6 x — sin 6 x = — eos 2 2x 

n ■ 4 , 4 7 

O sm x + eos x = — cot 

X + 

> 

7T 

cot 

7 

7 r 

- X 

8 

8 


3 

/ 


6 

^ / 


Hu’ó’ng dán giái: 

O nrp , v 3 *3 _ 2 *2 

PT eos x — sm x = eos x — sin x 
<+ (eos x — sin x) (1 + sin x eos x — eos x — sin x) = 0 

cosx = sinx (1) 

1 + sin x eos x — sin x — eos x = 0 (2) 




Giái(1): cosx = eos 


7r 

-x 

2 


7T 


<+ X =-X + k2,7T <+ X 

2 


7T , 

-F kn 

4 
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Giái (2): Bát t = sin x + eos x => sin x eos x 


t 2 -1 


. Khi dó (2)^ 2 + (í 2 - 1) - 2t = 0 


<í=> t 2 — 2t + 1 = 0 <í=> t — 1 O sin x + eos x — 1 sin 


7T 

X -i - 

4 


1 

T2 




7T 7r , _ 

X H-=-b fc27T 

4 4 

7T 377 . _ 

x H— =-b A:27 t 

4 4 




x — k2n 

7 r (A: £ Z). 

x =-b k2tt 

2 


7T 7T 

Vay phirong trinhcó nghiem: x = — + A; 7 r;x = k2ir,x — — + A;27t (A £ Z). 

© PT (eos x + sin x) (1 — sin x eos x) = eos 2 x — sin 2 x 
<^> (eos x + sin x) (1 — sin x eos x + sin x — eos x) = 0 

7T 

+ sin x + eos x = 0 tan x = — 1 x =-b fc 7 r 

4 

+ 1 — sin x eos x + sin x — eos x = 0 

1 - 1 2 2 

Bát t = smx — cosx =b smxcosx =-tacó: 2 + A — 1 + 2t — 0 t — — 1 


sin x — eos x = — 1 <4- sin 


í 

7r 

x- 

4 


V5 




7T 7T , _ 

X-=-b /t27T 

4 4 

7T 577 7 _ 

X-=-b k2 7T 

4 4 




x = A:27 t 
3tt 

X = -b /t27T 

2 


7T 37T 

Vay phiroiig trinh có nghiem: x = — — + kix] x — k2ix\x — ——b k2n (A £ Z). 

18 

( 2 2 \ / 4 4 2 2 \ jl b 2 

eos x — sm xMeos x + sin x + sin" x eos x) = —eos" 2 x 

8 


13 

<kb eos 2 x(l — sin 2 x eos 2 x) = — eos 2 2 x <kb eos 2 x 

8 


' i . 2o 13 _ 

1 -sm" 2 x-eos 2 x 

4 8 


= 0 


+ eos 2x — 0 2x — — + kn x — — + k — 

2 4 2 

4 8 - 2 sin 2 2 x — 13eos2x = 0 2 eos 2 2 x —13eos2x + 6 = 0 

1 7T 

eos 2x — —, eos 2 x = 6 (loai) x — ± —b kn. 

2 6 

'j | 'j | 'j | 

Vay phirong trinh có nghiem: x = — + A; —; x = ± — + kn (k G Z). 


© Biéu kién: sin 

7r 


7T 


^ 0 <kb sin 

7r 


7r 

x H — 

sin 


- X 

x H — 

eos 

x H — 


3 

\ 2 


¥ 

\ 



3 

\ 2 


3 

\ / 


0 sin 


o 2 tt 

2x H- 

3 


9 o 7 1 9 7 9 1 1 

1 — 2 sin" x eos x — — <t4> 1 -sin 2x = — sin" 2x = — sin 2x = ± — 

8 2 8 4 2 

Vay phiroiLg trinh có nghiem: 

'ir tiT nr í nr 

x — -b kn] x — -b kn] x — -b kn] x =-b kir (k G Z). 

12 12 12 12 
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DANG 4. PHÜONG TRINH DÓI XÍ N(¡ VÓI SINX VÁ COSX 
& Dang phuong trinh: 

/(sin x ± eos x, sin x eos x) — 0 

jsS Cách giái: 


+ Bát t — sin x + eos x =F sin x eos x — 
+ Bát t — sin x — eos x =>■ sin x eos x — 


£ 2 - 1 
2 

1 -t 2 


. Búa ve phuong trinh án t. 


Chú y : Néu t — sin x ± eos x — \¡2 sin 


, 7T 
X ± — 

4 


thi 


-y¡2 < t < V2 . 


Bái 1. Giái các phuírng trinh sau 

O 2(sin x + eos x) + sin 2x + 1 = 0 

© sin x eos x = 6(sin x — eos x — 1) 

© sin 2x + V 2 sin(x — —) = 1 

4 

© tan x — 2 V 2 sin x = 1 


Huóng dán giái: 

O 2(sin x + eos x) + sin 2x + 1 = 0 2(sin x + eos x) + 2 sin x eos x + 1 = 0 


Bát t — sin x + eos x — V 2 sin 


7 r 

x H— 
4 


sin x eos x — 


t-l 


S < ¿ < V2 


Phuong trinh tro thánh: 2í + (í 2 — 1) + 1 = 0 t 2 + 2£ = 0 
Khi dó sin x + eos x = 0 sin 


£ = 0 (t/m) 
t — —2 (loai) 


7 r 

x H— 
4 


7T 


= 0<h>X =-h klT 

4 


Váy phuong trinh có nghiém: 

© sin x eos x = 6(sin x — eos x — 1) 


Bát t — sin x — eos x = V2 sin 


V2 í 


7 r 

x- 

4 


i-r 


sm x eos x = 


Phuong trinh tro thánh: 1 — £ 2 = 12(£ — 1) £ 2 + 12£ — 13 = 0 4^ 

Vi vay sin x — eos x = 1 sin 


->/2 < t < V 2 

t — 1 (t/m) 

£ = —13 (loai) 


7 r 

x- 

4 


1 


7T 


Váy phuong trinh có nghiém: x — -F fc7r;x = 7T + £:27T (¿ G Z). 

2 

© sin 2x + V 2 sin(x — —) = 1 2 sin x eos x + sin x — eos x = 1 

4 


Bát £ = sin x — eos x = \Í2 sin 


7T 

X- 

4 


i-r 


sm xcosx 


-V 2 < £ < V 2 


Phuong trinh tro thánh: 1 — £ 2 +£ = l44 > £ 2 — t — 0 


t — 0 (t/m) 
£ = 1 (t/m) 
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-y- sin x — eos x — 0 <kb sin 


( 

7T 

X - 

4 


7T 


= 0 x = — Yk'i: 
4 


-y- sin x — eos x — 1 sin 


7r 

x - 

4 




7T 


x = —b k2n 
2 

x — 7 r + k2n 


7r 7T 

Vay phircmg trinh có nghiem: x = — + kix\ x — — + fc27r; x = 7 r + A;27 t (A: € Z). 


O tan x — 2 V ¡2 sin x = 1 <=b sin x — eos x 
Bát t — sin x — eos x = \Í2 sin 


7 

7T 

X- 

4 


2\¡2 sin x eos x = 0 (eos x ^ 0 ) 

-y¡2 < t < V 2 


sin x eos x 


I / 


PT tró thánh: t - ^2(1 - t 2 ) = 0 ^ ^2t 2 + t-4 2=0^ 


t — — (t/m) 
t = —V 2 (t/m) 


42 


-y- sin x — eos x =-sin 

2 


-y- sin x — eos x = — V 2 <t4> sin 


7T 

X- 

4 


1 

= - 
2 


K'TT- 

x = -b k2n 

12 

137T 

x =-b k2n 


12 


7 

7 r 

x- 

4 


7T 


= -l-^x =-b A:27 t 

4 


' ' 1 3vf yr 

Két hap vóidiéukién, PT có nghiem: x =-b k2TT\x — -b k2ir:x — -b k2n (k £ Z). 

12 12 4 


Bái 2. Giái các phirong trinh sau 

OI + tan x — 2 sin x H--— 


© sin x + 


+ eos x + ■ 


cosx 

1 


smx 


cosx 


10 

3 


© sin x + eos x =- 

tan x cot x 

© 2 sin x + cot x = 2 sin 2 x + 1 


Hiróng dan giái: 


1 


OI + tan x = 2 sin x H-eos x + sin x — 2 sin x eos x + 1 , (eos x ^ 0 

cosx 

A 2 -1 


7r 

x H— 
4 


Bát t = sin x + eos x = V 2 sin 
PT tró thánh: í = (A 2 — 1) + 1 t 2 — t 


í 


-y- sin x + eos x = 0 sin 


7T 

x + 7 


smx cosx 

/ I (t/m) 
t = 0 (t/m) 

7T 


-y¡2 <t< ^2 


— D ^ x — -bA: 7 r 

4 


-y- sin x + eos x = 1 <hb sin 


7T 

X H- 

4 


“i* 


x = A:27 t 


7T 


x = —b A;27 t 
2 
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7T 7T 

Vay phircmg trinh có nghiem: x — — — + kn]x — — + k2ir,x = k2n (fc G Z). 


© Biéu kién: 


sin 

eos x ^ 0 


. Khi dó: 


7r 


_ eos 2 x — sin 2 x , . w . _ . _ , 

PT sm x + eos x — 2 -<í=)> (sin x + eos x) (sin x eos x + 2 sin x — 2 eos x ) — ü 

sin x eos x 

-y- sin x + eos x — 0 sin 
-y- sin x eos x + 2 sin x — 2 eos x = 0 
Bát t — sin x — eos x — \¡2 sin 


í 

7r 

x H— 
4 


= 0 x =-h^ 7 T (t/m) 

4 


7T 

X- 

4 


i-r 


sm x eos x = 


-V 2 < t < V 2 


PT tro thánh: (1 — í 2 ) + 4í = 0 t 2 — 4í — 1 = 0 


t — 2 + V5 (loai) 
t — 2 — V5 (loai) 


7T 


Váy phuxmg trinh có nghiem: x = — — + kn (k € Z). 


© Biéu kién: 


sin x^O 
eos x^O 


PT sin x + eos x + 


sinx + cosx 10 


sin x eos x 3 
Bát t = sin x + eos x = y¡2 sin 


7 r 

x H— 
4 


f -1 


smxcosx 


PT tro thánh: 3 1 ¿ - 10 1 1 + 3í +10 = 0 (í - 2)(3í ¿ - 4í - 5) = 0 t = 


-y¡2 < t < V2 

2 — Vl9 


2-VÍ9 

Khi do sm x + eos x =-<í=> sm 


7 r 

x H- 

4 


2 — Vl9 
3 V 2 


= sma 


f x yj - 37T 

Két hop diéu kién, phuong trinh có nghiem lá: x = — — + cr + &27 t; x = —— a + k2n (k G Z). 
© Biéu kién: sin x ^ 0 

PT 2 sin 2 x + eos x = 4 sin 2 x eos x + sin x 
sin x(2 sin x — 1) = eos x(4 sin 2 x — 1) 

<kb (2 sin x — 1 ) eos x (2 sin x + 1 ) — sin x = 0 

7T 


sin x = ^ (t/m) 


x — — b k2w 
6 

5tt 

X =-b /c27T 

6 


-y- 2 sin x eos x — (sin x — eos x) = 0 
Bát ¿ = sin x — eos x = \¡2 sin 


7 r 

x- 

4 


1 -f 


sm xcosx = 


-V 2 < í < V2 
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PT trá thánh: (1 — f) — t — 0 t 2 +1 — 1— 0 


, -1 + V5 , 

t = - (t/m) 


t = 


2 

1 — V5 


(loai) 


-1 + VÍ 

Khi do sin x — eos x — -sm 


7T 

X - 

4 


-1 + V5 

2V2 


= sm a 


' ' 7T 5tt 

Két hop diéu kien, phirong trinh có nghiem lá: x — -j- k2n] x — -F k2n ; x 

6 6 

e¡ 7 r 

x =-a + k2n (k € Z). 

4 


7 r 


-ha + k2ir. 

4 


Bái 3. Giái các phuong trinh sau 

O sin 3 x + eos 3 x — 2 sin x eos x + sin x + eos x © 1 — sin 3 x + eos 3 x — sin 2x 
© V 2 (sin x + eos x) = tan x + cot x © (1 + sin x) (1 + eos x) — 2 


Hiróng dán giái: 

O PT<t4> (sinx+ cosx)(l — sinxcosx) = 2 sinxcosx + sinx + cosx 


Bát t — sin x + eos x = y¡2 sin 


7r 

x H— 
4 


t 2 -1 


smxcosx 


-V 2 <t<y¡2 


PT tro thánh: í(2 - í 2 +1) = 2 (t 2 - 1) + 2t (t - l)(t + l)(t + 2) = 0 <=>• 


t = 1 (t/m) 
t = — 1 (t/m) 
t — —2 (loai) 


-y- sin x + eos x = 1 sin 


7T 

X H- 

4 


“i* 


x = k2iY 


7T 


x = —b k2n 
2 


-y- sin x + eos x = — 1 sin 


7T 

X H- 

4 






7T 


x =-b k2n 

2 

X — 7T + k2ü 


Két hop nghiem ta thu duge: x = &7r; x = — \- kn {k CZ). 

2 

Chú y : (7 dáy hai ho nghiem x = Á:2tt va x = 7 T + Á;2tt ctirac góp thánh ho nghiem x = kn. Con 

7T 71 71 

/zaz ho nghiem x — -b fc27r va x — -b k2n duac góp thánh ho nghiem x — -b kn. 

2 2 2 

© PT 1 — (sin x — eos x) (1 + sin x eos x) — 2 sin x eos x 


Bát t — sin x — eos x = V 2 sin 


í 

7T 

X- 

4 


smxcosx 


ithti (S<t<Ó 


PT tro thánh: 2 - í(2 +1 - í 2 ) = 2(1 - t' j a í(í - l)(í + 3) = 0 


t — 1 (t/m) 
t — 0 (t/m) 
t — — 3 (loai) 
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-y- sin x — eos x — 1 sin 


7T 

X - 

4 




7T 


X — -h k2,TT 

2 

X — 7T + k2ü 


-y- sin x — eos x — 0 4$ sin 


7r 

x - 

4 


7T 


= 0 x = —Vkn 
4 


7T 7T 

Vay phircmg trinh có nghiem lá: x — — + k2ix] x — 7 r + k2n] x — — + kn (k £ Z). 


© Biéu kién: 


sin 


eos x ^ 0 
Bát t = sin re + eos re = y¡2 sin 


. Phrrang trinh yy V2(sin re + eos 


1 


re = 


sin x eos x 


7r 

re H— 
4 


sin re eos re 


/' 1 


-V 2 < t < V 2 


PT tró thánh: 


: V2í 


r -1 

Khi dó sin re + eos re = \¡2 44 sin 


\/2í 3 - y¡2t - 2 = 0 «É» (a/2í - 2)(£ 2 + y¡2t + 1) = 0 4» t = V¡2 


í 

7r 

x H— 
4 


7T 


= 1 x = —h /r27r 

4 


, , 7f 

Két hop diéu kién, phirang trinh có nghiem lá: x — —+ k27T {k E Z). 
© (1 + sin x) (1 + eos x) = 2 o sin x eos x + sin x + eos x = 1 


Bát t — sin x + eos x = \¡2 sin 


7 r 

x H— 
4 


smxcosx = 


r -1 


-V 2 < t < V 2 


PT tró thánh: £ 2 - 1 + 2£ = 2 <^£ 2 +2£-3 = 0^ 


Khi dó sin x + eos x = 1 44 sin 


7T 

X H- 

4 


“i* 


t — 1 (t/m) 
t — — 3 (loai) 

x = k27i 

7T 

x = —h Ar27T 
2 


7T 


Váy phrrcmg trinh có nghiem lá: x = Ar27r; x =-F k2n (k £ Z). 

2 


Bái 4. Giái các phirong trinh sau 

O sin x eos x + sin x + eos x = 1 


© (l+sin 2 x)cosx+(l+oos 2 x)sinx = l+sin 2 x 

© \¡2 sin 2 x(sin x + eos x) = 2 


© sin x — eos x + 4 sin 2x = 1 

© 2 sin 2 x — 3\[g sin x + eos x + 8 = 

0 



Hiróng dan giái: 


O sin x eos x + 


sin x + eos x 


Bát t — 


sin x + eos x 




= 1 
sin 


7r 

x + - 


smxcosx 


r -1 


o < t < V 2 


PT tró thánh: t 2 — l + 2t — 2 44 t 2 +2t — 3 = 044- 


£ = 1 (t/m) 
t = — 3 (loai) 
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-y- sin x + eos x — 1 sin 


7T 

x H- 

4 


"i* 


X = fc27T 

7T , „ 

X =-b KZTT 

2 


-y- sin x + eos x = — 1 sin 


7T 

X H- 

4 






7r 


x =-b k2n 

2 

X = 7T + &27T 


, 7T 

Két hop nghiem ta thu duge: x = kn; x — —b kn {k € Z). 

2 

© PT sin x + eos x + sin x eos x(sin x + eos x) = 1 + 2 sin x eos x 


Bát t — sin x + eos x = y¡2 sin 


7T 

X H- 

4 


sin x eos x = 


r -1 


-V 2 < t < V 2 


PT trá thánh: 2í + (¿ 2 -1)£ = 2 + 2 (¿ 2 - 1) ^ t 3 - 2t 2 + t = 0 t(t - l ) 2 = 0 4^ 


t = 0 
t = 1 




■y* sin x + eos x = 1 sin 


-y- sin x + eos x = 0 sin 




7T 

X H- 

4 


7 

7r 

x H — 
4 


"i* 


X = k2j7T 


7 r 


X =-b Al27T 

2 


7T 


= 0 X =-b klT 

4 


7T 7T 

Vay phircmg trinh có nghiem: x = k2iv } x — — + k2n] x — — — + kn (k E Z). 


© PT <i=b 2V 2 sin x eos x(sin x + eos x) = 2 
Bát í = sin x + eos x = \¡2 sin 


7 r 

x + — 
4 


sin x eos x = 


t- 1 


-Ví < t < V 2 


PT tro thánh: V 2 (í 2 — l) t = 2 O V2£ 3 — V2¿ — 2 = 0 <£=>■ (y¡21 — 2) (t 2 + y¡2t + 1) = 0 t — \Í2 


Khi dó sin x + eos x = \¡2 <=>• sin 


7 

7 r 

I + 7 


7T 


= l-^x = —b k2n 
4 


7T 


Vay phiroiig trinh có nghiem lá: x — — + k2n (k G Z). 


© PT 

Bát t — 


sin x — eos x 


sin x — eos x 


+ 8 sin x eos x = 1 


sin 


7 r 

x- 

4 


sinxcosx = -—— ío<t<\¡2 


PT tró thánh: t + 4(1 — ¿ 2 ) = 1 44- 4 ¿ 2 — t — 3 = 0 44 


t — 1 (t/m) 

t — —— (loai) 
4 




-y- sin x — eos x = 1 44 sin 




7r 

x- 

4 




7T 


x = —b k2n 
2 

X = 7T + Al27T 


Truang THPT Nguyén Hüu Tién - Duy Tién - Ha Nam 


24 






































ThS. Trán Manh Hán (0974514498) 


FB: thayHanSPl 


-y- sin x — eos x — — 1 +> sin 


7r 

x - 

4 


A 


<+ 


X — k2lt 
3tt 

X =-b kZn 

2 


, 7T 

Két hop nghiem ta thu dirgc: £ = kn] x = —|- kvr (k G Z). 

2 


© PT +> 4 sin x eos x — 3y¡6 I sin x + 


eos x 


Bát t = 


sin x + eos x 


A 


sin 


7r 

x H- 

4 


+ 8 = 0 

sin x eos x = --- í 0 < ¿ < V 2 


PT tro thánh: 2{t 2 — 1) — 3y[§t + 8 = 0 +b 2 1 2 — 3 \¡6t + 6 = 0 


t — — (t/m) 
2 

t — Vg (loai) 


Ve 


+ sin x + eos x =-<+ sin 

2 


7r 

x + — 
4 


2 


7T 


x =-b k2n 

12 

cw 

x =-b k2n 

12 


+ sin x + eos x = 


Ve 




<+ sm 


7r 

x H— 
4 






7 7T 

x =-b /c27r 

12 

137T 

X =-b /t27T 

12 


yr 5 7F 7 vr 13 yr 

Váy PT có nghiem: x =-b k2ir,x — -b k2ix\x — -b k2ix\x — -b k2n (k € Z). 

12 12 12 12 


DANG 5. PHÜONG TRINH DANG THUÁN NGHICH 
.es" Dang phirong trinh: 


A 


/ 2 (^) + 


k 2 


f(x) 


+ B 


f(x) + 


k 


f(x). 


+ (7 = 0, vói /(x) = sin x, eos x ( 1) 


hoác A |a" tan" x + 6" cot xj + B[^a tan x + b cot x) + C = 0 (2) 

k 

& Cách giái: + Bói vói phirong trinh (1): Bát t = /(x) + 


/O) 


+ Boi vói phnong trinh (2): Bát t = a tan x + b cot x 


Bái 1. Giái các phuong trinh sau 



2 1 


1 


O 4 

sm" x H--— 

+ 4 

smx H- 

-7 = 0 


sin x 


sinx 

\ 2 


© 

2 

—-b 2 tan 2 x + 5(tan x + cot x) + 4 = 0 

sm x 




© 

3 9 

—-b 3 cot 2 x + 4(tan x + cot x) - 

-1 = 0 

eos X 







Hiróng dán giái: 

O Biéu kién: sin x ^ 0 . 




1 



1 

Bát t — sm x H- 

=> t 

= sin" x + - 

—--b 2 


smx 

sm" x 
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PT trá thánh: 4 (t 2 — 2) + 4t — 7 = 0 ■<=> 4¿ 2 + 4í — 15 = 0 


2 2 


13 , 

-y- sin x H- — — 44 2 sin 2 x — 3 sin x + 2 = 0 (vó nghiem) 

sin x 2 

1 5 

4* sin x H-=- -44 2 sin 2 x + 5 sin x + 2 = 0 

sin x 2 




sin x = — — (t/m) 

2 *4 

sinx — —2 (loai) 


7T 


x — -b k2w 

6 

7 7T _ 

X =-b /c27T 

6 


7T T 7T 

Vay phiroTig trinh có nghiem: x — -b k2ir, x =-b k2n (k £ Z). 

(i 6 

Nhán xét : Dúng bát ááng thúc Có si cho 2 so ducmg nghich dáo, ta có thé dánh giá t nhu sau: 

> 2 . 



1 




1 



1 


t = 

sin x H- 

= 

sinx 

+ - 


> 2 

sinx 



- — 2 dé dua ra diéu kién t 


sinx 




sinx 

i 



sinx 



© Biéu kién: 


sin x ^ 0 
cosx ^ 0 


. PT <hb 2(cot 2 x + tan 2 x) + 5(tan x + cot x) + 6 = 0 


Bát t = tan x + cot x =b t 2 — tan 2 x + cot 2 x + 2 =b tan" x + cot 2 x — C —2 


PT trá thánh: 2{t 2 — 2) + 5t + 6 — 0 44 2t 2 +5t + 2 — 044 


t = -i 
2 

t = -2 


1 2 

-y- tanx + cot x — ——44 2 tan" x + tanx + 2 = 0 (vo nghiem) 


7T 


-y- tanx + cotx — —2 44 tan" x + 2 tanx |l=0o tan x = — 1 44 x — -b kn. 


, , 7]" 

Két hop vói diéu kién, phirong trinh có nghiem: X — — ——b klT (fcbZ). 

Nhán xét : Düng bát dáng thúc Có si cho 2 só ducnig nghich dáo, ta có thé dánh giá t nhu sau: 

> 2 , 


tanx + cotx 

sinx ^ 0 


tanx 


+ 


cotx 


tanx 


cotx 


— 2 dé dua ra diéu kién 


> 2 . 


© Biéu kién: 


cosx ^ 0 


. PT 44 3(tan 2 x + cot 2 x) + 4(tan x + cot x) + 2 = 0 


>2 . 


Bát t = tan x + cot x =b t 2 — tan 2 x + cot 2 x + 2, 


PT trá thánh: 3 (t 2 — 2) + 4í + 2 = 0 44 3t 2 + 4£ — 4 = 0 


t — — (loai) 
3 

t = -2 


7r 


Khidó tanx + cotx — —2 44 tan x + 2 tanx |l=0o tanx = — 1 44 x — - VkTi, 


7r 


Két hop vói diéu kién, phuang trinh có nghiém: x — — ——b kn (k C 72). 
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MOT SO Kl THUÁT GIAI PT LIPONG GIAC 


KÍ THUÁT 1: LÜA CHON CÓNG THÍTC LÜONG GIÁC 
1. Sú- dung các phép bien dói góc luong giác 

Khi viéc giái phucmg trinh luang giác can xem xét mói quan hé giüa các góc (cung) dé tú dó két hap 
veri các phép bien dói góc dác biét, cóng thúc cóng luang giác dé dua vé dang góc ca bán lá mót ván 
dé rát then chót trong viéc giái phucmg trinh luang giác... _ 

Bái 1. Giái các phuímg trinh sau 

_ 1 1 


sm x 


sin 


3tt' 

x- 

2 


= 4 sin 


77T 

7 

*4 4 

/ 

7T 


7 

7T 

- X 

4 

7 

(A08) © sm x + cos x = — cot 

8 

x + — 

l 3 J 

cot 

-re 

6 

^ y 


_ sin 4 2x + eos 4 2x 4 , 

© -7-s-7-r = COS 4x 


tan 


7 


7 

7T 

— X 

tan 

- hX 

4 

\ 

/ 


4 

V, / 


© sin 


1 57^ 

2x H- 

2 


3 eos 


x 


7n 


= 1 + 2 sin x 


Hu'ó’ng dan giái 

' 3tt 7tt , 

O Nhán xét : Tic su xuát hién hai cung x -— va — - x má chúng ta lién tuóng dén viéc dua 2 

cung náy vé cung mót cung x . Dé lám duac diéu dó ta có thé sú dung cóng thúc cóng cung hoqc cóng 
thiec vé các góc dác biét. 

y 7f 

Biéu kién: sin x ^ 0, eos x ^ 0 sin 2x^0ri$x^k — ieZ 

2 


(1)^—+ ‘ 


sm x eos x 


—2s¡2 (eos x + sin x) (sin x + eos x) (p¡2 sin 2x +1) = 0 


' > 7T 7T 

Két hgp vói diéu kién ta duge nghiém pt lá: x — — — + Jctt, x — — — + kn: x — + kn (k £ Z). 


\ 


\ 


© Diéu kién: sin 

7T 

x H— 

. sin 

7T 

— X 

^ 0 ^ cos 

2x + — 


3 

\ / 


¥ 

\ 

/ 


6 

\ / 


^ eos — = 0 
2 


Do 


7r 

x H- 

3 


+ 


7r 

- x 

6 


7 


1 


7 


7T < _l 

= — nén (2) sin 4 x + eos 4 x — — 1-sin 2 2x = — 

2 8 2 


1 , 7T 7T 

sin 2x — ± —. Két hop vói diéu kién ta duac: x — ±- Vk— (k € Z) 

2 ' 12 2 


© Nhán xét : Tic tóng hai cung 


Diéu kién 1: eos 


Diéu kién 2: sin 


7T 

- X 

4 


+ 


/ \ 
7T 

- b X 

7T 

= — «en tan 

7 

7T 

- X 

tan 

7 

7r 

-b x 

4 

v y 

2 

4 

V 7 


4 

V / 


= 1 



7T 


7r 

o 1 

cos 

-X 

4 

\ 

cos 

-b X 

4 

\ 

2 


7r 


7T 

/ 

n 1 

sin 

-X 

4 

/ 

sin 

-b X 

4 

/ 

2 


_ 7r 

eos 2x + eos — 

2 

o 77 

cos 2x — eos — 

2 


0 cos2x ^ 0 


0 cos 2x ^ 0 


1 


(3) sin 2x + eos 2x — eos 4x 1-sin" 4x — eos 4 4x 

2 
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44 2 eos 4 4a; — eos 2 4a; — 1 


0 44 


cos“ 4o; 


eos 4x 


1 

1 44 sin 4a; 

-(loai) 

2 


0 44 


sin 2x — 0 
eos 2x — 0 (loai) 


7r 

Vay phiroiig trinh có nghiem x — k —. 

2 

Chú y : 

4 Chác han các em sé ngac nhién bóri cách giái ngán gon náy, néu khóng có su nhán xét vé tóng hai 
enng má quy dóng va bien dói thi... ra khóng? 

$ Viéc giái diéu kién vá dói chiéu vóá diéu kién dác biét la nhúngphuong trinh có dangphán time nhu 
tren néu khóng khón khéo thi rát... phúc tap. 

2. Sir dung cóng thirc bien dói tóng sang tích vá nguoc lai 

Khi giái pt má gáp dang tóng (hoqc hiéu) cúa sin (hoac eos) vái nhiéu cung khác nhau ta cán dé y dén 
các cung có tóng (hiéu) các góc báng nhau dé áp dung cóng thúc tóng sang tích. 

Bái 2. Giái các phuong trinh sau 

O sin x + sin 2x + sin 3o; + sin Ax + sin 5a; + sin 6a; 


= 0 


© eos 3a; eos 3 x — sin 3a; sin 3 x = 


2-3V2 

8 


© 1 + sin x + eos 3a; = eos x + sin 2a; + eos 2a; 
© eos 3 x + sin 3 x = sin 2x + sin x + eos x 


Hu ó ng dán giái 

© Nhán xét : Bái toán có các cung khác nhau biéu dién duói dang tóng (hiéu) cúa các hám so sin (hám 
só eos) ta nén ghép các so hang náy thánh cap sao cho tóng (hiéu) các cung cúa chúng báng nhau, cu 
thé trong truóng hap náy ta dé y x + 6 .x = 2x + 5a; = 3.x + 4.x. Tai sao ¡ai cán phái ghép nhu váy? 
Ly do lá chúng ta cán xuát hién thüa só chung dé nhóm ra ngoái, dua bái toán vé dang tích. 

PT 44 (sin 6 a; + sin x) + (sin 5x + sin 2x) + (sin 4a; + sin 3x ) = 0 


o • ^x 
44 2 sin — 

2 


5x x 3x 

eos-b eos —b eos — 

2 2 2 


7 r C ~\'T 

— 0 44 4 sin —i eos —i (2 eos x +1) = 0 
2 2 


, , , • k2ir 7 r k2n . 2n , „ / 7 

Vay prurong trinh co nghiem x — -, x — -1-, x = ± ——b k2n, I k €E ¿L I. 

7 3 3 3 

© Dói veri bái náy má su dung cóng thúc nhán ba cúa sin vá eos thi cüng ra nhungphúc tap hcm. 
Chính vi thé má ta khéo léo phán tích dé áp dung cóng thúc tích sang tóng. 

2_ 3 ©2 

(2) 44 — feos4a; + eos2a;Icos 2 x H—(eos4a; — eos2a;)sin 2 x =- 

2 V > 2 8 


44 eos 4x (sin 2 x + eos 2 x ) + eos 2x (eos 2 ~ 2 


x-sm x \ — 


3s¡2 


o 2 

44 eos 4a; + cos“ 2x — — 


3V2 


44 eos 4a; 


\2 37r 7T 

- 44 X = ±-b k — . 

2 16 2 


® (BHNT HCM 2000) PT 44 1 — eos 2x + sin x — sin 2x + eos 3a; — eos x = 0 
44 2 sin 2 x + sin x — 2 sin x eos x — 2 sin 2a; sin x = 0 
44 sin a;(2 sin x — 2 eos x — 2 sin 2a; +1) = 0 

sino; = 0 

2(sin x — eos x) — 4 sin x eos x +1 = 0 


44 
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7 r 7r 7 tt 

BS: x = kir, x — ± —F k2ir, x — -F k27T, x =-F k2n. 

3 6 6 

© (BHCS 2000) PT44 2 sin x eos x + sin x — sin 3 x + eos x — eos 3 x = 0 

■<=>• 2 sin x eos x + sin x eos 2 x + eos x sin 2 x = 0 49- sin x eos x (2 + sin x + eos x) = 0 

BS: x — k —. 

_ 2 _ 

Bái 3. Giái các phmmg trinh sau 

O sin 2x sin 5x = sin 3x sin 4x 


© eos 4 x + sin 4 x + eos 


7r 

x- 

4 




sin 


3x —— 
4 




- = 0 (B2005) 


© V3 eos 5x — 2 sin 3x eos 2x — sin x = 0 (B2009) 

© sin x + eos x sin 2x + V3 eos 3x = 2(cos 4x + sin 3 x) (B2009) 

Huóng dan giái 

11 7T 

© 44 — (eos 7x — eos 3x) = — (eos 7x — eos x) o eos 3x = eos x 44 3x = ±x + k2n Ox — k — . 
2 2 2 


1 

2 


44 sin" 2x + sin 2x — 2 = 0 44 


1 

f 

( 

, 7T 

' 


sin 

4x- 

+ sin 2 x 

2 

V. 

1 2 J 

/ 


1 = o 

2 


sin 2 x = 1 77 

44 x = —F ktrdk € Z). 
sm 2 x = — 2 (loai) 4 


© Nhán xét : 7i> suxuát hién các cung 5x, 3x, 2x, x va 3x + 2x = 5x tu nghi ngay dén viéc áp dung 
cóng thúc tích sang tóng dé dirá vé cung 5x . Con cung x thi xü lí thé nao, ta quan sát lái giái sau: 

PT V3 eos 5x — sin 5x — sin x — sin x = 0 eos 5x — — sin 5x = sin x 

2 2 


sm 


— — 5x 
3 


= sm x <í4> 


7T , 7T 

x — - k — 

12 3 

7T , 7T 

x — - k — 

6 2 


A f A 7T 7T 7T 7T 

Vay phucmg trinhco nghiem: x =- k — \x — - k —. 

12 3 6 2 

Chú y : Dói vái dang phucmg trinh a sin x + b eos x — a' sin A:x + b 'eos kx. k ^ 0,1 ta coi nhu 2 vé 
cüa phucmg trinh lá 2 phucmg trinh bác nhát vái sin vá eos. Do dó ta có cách lám tuong tu. 

© PT sin x(l — 2 sin 2 x) + eos x sin 2x + eos 3x = 2 eos 4x 

sin 3x + V3 eos 3x = 2 eos 4x — sin 3x + eos 3x = eos 4x 

2 2 




eos 4x = eos 


3x — — 

6 




4x = ± 


3x — — 

6 


+ k2n áá 


7r , _ 

x — -F k2n 

6 (ke Z). 

42 7 


3. Sir dung cóng thiFc ha bác 


Khi giái các phucmg trinh ¡ucmg giác má bác cúa sin vá eos lá bác chán ta thuáng ha bác tic dó dua vé 
phucmg trinh co bán. 
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Bái 4. Giái các phmmg trinh sau 

O sin 2 x + sin 2 2x + sin 2 Sx — — 


© sin 2 3x — eos 2 4a; = sin 2 5x — eos 2 6x (B02) 


sm' 


x 7 r 
2 4 


x 


tan 2 x — eos — = 0 (D03) © eos 3x eos 2x — eos x = 0 (A05) 


HmVng dan giái 

r ^ r (yx 2 x 

© (BHAG2000) Tu su xuát hién bác chán cúa hám só sin vá tóng hai cung ---= 4.x má ta 

nghi den viéc ha bác vá su dung cóng thúc bien tóng sang tích sau dó nhóm các hang tú dé dua ve 
phuomg trinh tích. 

eos 4a; = 0 

PT eos 2x + eos 4a; + eos 6a; = 0 eos 4x(2 eos 2x +1) = 0 


eos 2a; = — — 
2 


7T klT . 7T 

Vay phirong trinh co nghiem: x — — + —, x — ± — + kty. 


PT 4A 


1 —eos 6a; 1 +eos 8a; 1 —cosida; 1 +eos 12a; 


2 2 2 2 
<tA (eos 12a; + eos 10a;) — (eos 8 a; + eos 6 a;) = 0 2 eos 1 la; eos a; — 2 eos 7a; eos a; = 0 

cosx(cosllx — eos 7a;) = 0 eos x sin 9x sin 2a; = 0. 

7T 7r 

Vay phiroiig trinh có nghiem: x — k — \x — k — ,(fceZ). 

9 2 


Biéukién: cosa; ^ 0. 

'i 

1 — eos 


1 


PTA» — 
2 


7r 

x - 

2 


eos" x 2 
(1 — sin x) (1 + eos x) (sin x + eos x) — 0 


sin 2 x 1 / \ / , \ • 2 n 2 

-t— = — 1 1 + eos x 1 <=> (1 — sm x) sm" x = (1 + eos x) eos x 


, . ' 7T 

BS: Két hop vói diéu kién ta chrac x — 7r + k2 r x, x — -P kit. 

' 4 

^ _ 1 + eos 6x _ 1 + eos 2x _ „ 

© PT - eos 2x -= 0 eos 6x. eos 2x — 1 = 0 


7F 

O eos 8x + eos 4x — 2 = 0 4A 2 eos 2 4x + eos 4x — 3 — 0 <íA eos 4x — 1 ^ x — k —. 
_ 2 _ 

Bái 5. Giái các phmmg trinh sau 

O 2 sin 2 2x + sin 7x — 1 = sin x (B07) 


© eos 4 x + sin 4 


7T 

x + — 
4 


= 1 




s¡3) eos x — 2 sin 2 

( 

x i r 

r, 7 A 3 , 3(1 Asina;) _ , 

= 2 cosa; —1 © 3tan a;—tana;-f- 8 cos" 

( \ 
7 r x 


2 4 

v y 

eos 2 X 

4 2 

\ / 


= 0 


Hmmg dan giái 

© PT sin 7a; — sin x — (1 — 2 sin 2 2x) — 0 <(4- 2 eos 4a;. sin 3x — eos 4x — 0 
eos 4x(2 sin 3x — 1) = 0 . 

, . 7T , 7T 7T , 2lt 57T 7 27T 

Vay PT co nghiem: x — - V k — ,x — -P k —,x — -P k —. 

8 4 18 3 18 3 
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© (BFIL1995) (1 + cos2x ) 2 + (1 + sin2x ) 2 = 1 4=F sin 2a; + cos2x = — 1 


S 


V2 eos 


2 a;-- 

2 


— —1 x — — + kn \/ x — — — + kit, (k £ Z). 

2 4 v 2 




© (BB03)<t4> — ^3 cosa; + sin a; = 0 — sin a;-cosx = 0 sin 

2 2 


7r 

x- 

3 


= 0 


7T , 

^ X — -F kTT. 

3 

3(1 —1— 

© (KT1999) 3 tan 3 x — tan x H— --—— — 4(1 + sin x) = 0 

eos x 

O tan x(3 tan 2 x — 1) + (1 + sin x) (3 tan 2 x — 1) = 0 <(4- (3 tan 2 x — 1) (tan x +1 + sin x) = 0 
1 7 r 

TH1: tan x — ± —¡= x = ±-F ktv, fceZ. 

V3 6 

TH2; 1 + sin x + tan x = 0 O sin x + eos x + sin x eos x = 0 (pt doi xúng veri sin va eos) 


7T 


Giái phirong trinh náy diroc x = — ± árceos 


v/2-1 


+ k2n, fceZ. 


4. Su dung các dáng thúc lircmg giác quan trong (háng dáng thúc) 


Bái 6. Giái các phuong trinh sau 


sin- + cos- 
2 2 


+ ^3 eos x = 2 (D07) © cot x — tan x + 4 sin 2x = 


© tan x = cot x + 2 cot 3 2 x 


sin 2 x 

© tan x + cot x = 2 (sin 2 x + eos 2 x) 


(B03) 


Huúng dan giái 

© 1 + 2 sin — eos — + ^3 eos x — 2 sin x + \fs eos x = 2 

2 2 


1 . s , 

— sin x 4 -eos x = 1 sin 

2 2 


7T 

X H- 

3 


1 

= - 
2 


7T , _ 

x =-F /¡;27r 

6 (k G Z). 

7T , _ 

x =-F /¡;27r 

2 


? 


Nhán xét; Tic suxuát hién cüa cot x — tan x va sin 2x ta xem chúng có mói quan hé nao: 

^ , eos 2 x —sin 2 x O cos 2 x „ . , , , , , , , 

Ta co cot x — tanx =-= 2-. Tu do ta ainh hucmggiai cho bai toan nhu sau: 


smxcosx 


sin 2 x 


> 7 r 

Biéukién: sin 2x^0<^x^k — 

2 

eos 2 oc 2 

PT 2 —--F 4 sin 2x =- eos 2x + 2 sin 2 2x = 1 «FF 2 eos 2 2x — eos 2x — 1 = 0 

sin 2 x sin 2 x 

eos 2 x = 1 =F sin 2 x = 0 (loai) 




7T 


^ x — ± —F ktt. 


1 9 3 

eos 2x — -=F sin 2 2x = — (t/m) 3 

2 4 


j 1 2 1 , 

Chú v : Ta có thé dát t — tan x =F cot x = —, sin 2x =- dua phuong trinh ve án t dé giái. 

t 1-t 2 ' 
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7T 


d> (BHQGHN1996) Biéukién sin2x ^ 0 44 x ^ - 


sin x eos x n , _ _ eos 2x 

PT44-= 2cot 3 2x 44 -2 


eos x sm x 


sin2x 


= 2 cot 3 2x 44 cot 2x + cot 3 2x — 0 


44 cot2x = 0 44 x = — + k— (t/m). 

4 2 


® (GTVT1998) Biéukién: sin2x ^ 0 44 x ^ 

sin a; cosa: \ 2 „ «. 

PT 44-b —-= 2(sm 2x + eos 2a;) 44 —-= 2(sm 2x + eos 2a;) 


eos x sm x 


sin 2a; 


44 1 = sin 2 2x + sin 2x eos 2x 44 eos 2 2x — sin 2x eos 2x 


44 


eos 2x — 0 
tan 2x = 1 


44 


7r , 7r 

x — —b k — 
4 2 

7T , 7T 

x — —b k — 
8 2 


,(k g Z). 


Bái 7. Giái các phuírng trinh sau 

13 9 

O eos 6 x — sin 6 x — —eos 2 2x 

8 

_ eos 4 x + sin 4 x 1 1 

© -= - cot 2x- 

5 sin 2a; 2 8 sin 2x 


2(cos 6 x + sin 6 x) — sin x eos x 
\¡2 — 2 sin x 

2 eos 4a; 


= 0 (A06) 


© cot x = tan x + 


sin 2a; 


Huáng dan giái 

© Nhan xét: Xuát hién eos 6 x — sin 6 x ta nghi den viéc sú dung háng ctáng thúc a 3 — 6 3 . 

PT 44 (eos 2 x — sin 2 x) (eos 4 x + sin 4 x + sin 2 x eos 2 x) = — eos 2 2x 

8 

1 1 13 

44 eos 2x(l — — sin 2 2x + — sin 2 2x) — — eos 2 2x 44 eos 2x(8 — 2 sin 2 2x — 13 eos 2x) 


= 0 


44 


eos 2x — 0 
2 eos 2 2x —13 eos 2x + 6 = 0 


Biéu kién: sin x ^ —¡= 44 
V2 


44 


7T 


eos 2x = 0 

o 1 ^ 

eos 2x — — 

2 


ir . ir 
x — —b fc — 

4 2 

x — ± —b kir 
6 


(k G Z). 


x ^ —b k2ir 
4 

3tt 7 

x ^-b k2ir 

4 


PT 44 2(cos 4 x + sin 4 x — sin 2 x eos 2 x) — sin x eos x = 0 
44 2 — 6 sin 2 x eos 2 x — sin x eos x = 0 


ir 


44 3 sin 2 2x + sin 2x — 4 = 0 44 sin 2x = 1 44 x = —b kir. 


r y 57T 

Két hop vói diéu kién ta duac nghiém cúa phuong trinh lá x =-b k2ir. k €E Z. 

4 

© (BB2002) Biéu kién: sin 2x^0 <4 x ^ 
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PT4A 


1co¡ , 23; j 2o c „ 9 „ 

---=-<kb eos 2x — 5 eos 2x H— = 0 

5 sin 2x 2 sin 2x 8sin2x 4 


_ 1 , 7T , 

<t4> COS 2x — ~ X — ± -b K7T. 

2 6 

©Biéu kién: sin2a: ^ 0 x ^ k — 

2 

2 eos 2x 2 eos 4a: „ 1 ,2 7 r 7 

PT ^-=-<Fb 2 eos 2x — eos 2x — 1 = 0 eos 2x — -x = ±-b kn. 

sin2x sin 2a; 2 3 


Bái 8. Giái các phirong trinh sau 

O (1 — tan x) (1 + sin 2x) — 1 + tan x 


x , 


© cota: + sinx(l + tan a: tan—) = 4 (B06) 


(1 + sin x + eos 2 a;) sin x + 


1 + tan x 


7r 


1 


^ (1 — 2 sin x) cos x /Z" 

= —^=cosx © —----= V 3 (A09) 

^2 (1 + 2 sin a;) (1 — sin x) 


Huóng dan giái 


7T 


© Biéu kién: eos —\-kn 

2 

PT 4A (eos x — sin x) (sin x + eos xf — sin x + eos x 


(sin x + eos x) (eos 2 x — sin 2 x — 1 ) = 0 +b 


sin x + eos x — 0 
eos 2 x — sin 2 x — 1 


«A 


tanx = 
eos 2 a; = 


-1 
: 1 




7T 


x — - Vk'K (t/m) 

4 

x — kn (t/m) 


Chú y : Ta có thé dát t — tan x =b sin 2x — 


21 


1 + f 


dé dita phucmg trinh vé dang dai só án t. 


a X 7T 

© Biéu kién: sin x ^ 0, eos x ^ 0, eos — ^ 0 x ^ k — ibZ 

2 2 


x . . x 

eos x cos —b sin x sin 


PT <t4> cot x + sin x - 


2 


= 4 o cot x + tan x = 4 o 1 = 4 sin x cos x 


COS X cos 


X 


1 ' a vr 5yr 

Giái sin 2x = — va két hgp vói diéu kién, thu duge nghiém: x — -b kn, x — -b kn (k € Z). 

2 12 12 


© (A2010) Biéu kién: 


PT 44 > V2 sin 


\¡2 sil 


7 r 

X + I 


cos xí 0 
tanx ^ — 1 

(1 + sin x + cos 2 x) = (1 + tan x) cos x 


<kb (sin x + cos x) (1 + sin x + cos 2 x) = sin x + cos x o sin x + cos 2 x = 0 
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2 • 1 

<í=)> 2 sin' x — sin x — 1 = 0 sin x — - 


- - 7 r 7 tt 

Két hgp vói diéu kién, thu dirgc nghiem cúa phirong trinh lá: x = - F A:2tt. x — -F A:2tt. 

6 6 

1 


© Diéu kién: sin x ^ 1 , sin x ^- 

2 

PT (1 — 2 sin x) eos x — s¡3 (1 + 2 sin x) (1 — 


sin x 


cosx 


-S 


sin x — sin 


1 S . 1 . n 

<í4> — eos x - sin x — — sin 2x H- eos 2 x 

2 2 2 2 


2x + i/3(l - 2 

73 


sin 2 x) 


eos 

7T 

X H— 

= eos 

2 x — — 


3 

v y 


6 

\ / 


7T 


7T 


/i /i 27T 

x = — + /c27t V x — —— + k —. 

2 18 3 

r y 'jy 27 T 

Két hop vói diéu kién ta duge nghiem cúa phucmg trinh lá x =-F k — (k € Z). 

18 3 


Chú y : Có íhé su dung dáng thúc 


cosx 


eos x 


1 + sin x 


1 — sin x eos x(l — sin x) eos x 


dua phucmg trinh vé 


dang 


- sin x + eos 2 x 
eos x + sin 2 x 


73 


= V3 <=>■ sin 


7 r 

x H— 
3 


= sm 


— — 2 x 
6 


KÍ THUÁT 2: DI A VÉ PHllONG TRINH TÍCH 

Xu huóng trong dé thi dai hoc nhung nám gán dáy viéc giái phuwig trinh lucmg giác thuóng dua vé 
phucmg trinh tich báng cách sü dung các cóng thúc lucmg giác, các phép bién dói lucmg giác, các ki 
náng tách, nhóm các só hang hop ly dé tao ra nhán tú chung... 

Bái 1. Giái các phirorig trinh sau 

OI + sin x + eos x + sin 2 x + eos 2 x = 0 © (2 eos x — 1 ) (2 sin x + eos x) = sin 2 x — sin x 

© eos 2x + 3 sin 2x + 5 sin x — 3 eos x = 3 © 2 sin x(l + eos 2x) + sin 2x = 1 + 2 eos x 

© sin 2x — eos 2x + 3 sin x — eos x — 1 = 0 © (sin 2x + eos 2x) eos x + 2 eos 2x — sin x = 0 

Huóng dan giái 

© (B-2005) sin x + eos x + 2 sin x eos x + 2 eos 2 x = 0 (sin x + eos x j (1 + 2 eos x) = 0 
© (D2004) PT (2 eos x — 1) (2 sin x + eos x) = sin x(2 eos x — 1) 

(2 eos x — 1 ) (sin x + eos x) = 0 

© PT 1 — 2 sin 2 x + 6 sin x eos x + 5 sin x — 3 eos x = 3 

<(4- 3 eos x(2 sin x — 1) — (2 sin 2 x — 5 sin x + 2) = 0 (2 sin x — 1) (3 eos x — sin x + 2) = 0 

© (D2008) <í=> 4 sin x eos 2 x + 2 sin x eos x = 1 + 2 eos x (2 eos x + 1) (2 sin x eos x — 1) = 0 

© (D2010) PT44> 2sinxcosx —(1 — 2sin 2 x) + 3sinx — cosx — 1 = 0 
eos x(2 sin x — 1) + 2 sin 2 x + 3 sin x — 2 = 0 

eos x (2 sin x — 1 ) + (2 sin x — 1 ) (sin x + 2 ) = 0 <k> (2 sin x — 1 ) (eos x + sin x + 2 ) = 0 

© (B2010) PT<í=> 2 sin x eos 2 x + eos 2x eos x + 2 eos 2x — sin x = 0 

sin x (2 eos 2 x — 1 ) + eos 2 x(cos x + 2 ) = 0 <£4- sin x eos 2 x + eos 2 x(cos x + 2 ) = 0 

eos 2 x(sin x + eos x + 2 ) = 0 
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Bái 2. Giái các phu’ímg trinh sau 


2\¡2 sin 


7r 

x H— 
4 

V / 


1 1 

- 1 - 


sin x eos x 
2 


© 2 tan x + cot x = V 3 + 

sin 2x 

V2( eos x — sin x) 


1 

tanx + cot2x 


cot x — 1 


© tan 2x + cot x = 8 eos" x 
© eos 2x + eos x(2 tan 2 x — 1) = 2 


1 eos 2x .0 1 . _ 

© cot x — 1 =-F sin x-sin 2x 

1 + tan x 2 


Huóng dan giái 


7r 


© (BHQGHN1997) Biéu kién: sin2x ^ 0 ^ x ^ k — 


. , sinx + cosx 

PT «=> 2(sm x + eos x) =- 


smxcosx 


sin x + eos x 
sin 2x = 1 


= 0 




tanx = — 1 
sin 2x = 1 


r > 71 71 71 7 ( 

Giái va két hop vói diéu kién thu duac: x =-F kir, x — —F kir hay x — -F k —. 

‘ ‘ 4 4 4 2 


Biéu kién: eos 2x ^ 0, sin x ^ 0 
sin 2 x sin x 


sin 2 x sin x + eos 2 x eos x 


_ _ 9 Dlll Zj.F ¡3111 «h T L/UD «h ~ 9 

PT -1-= 8 eos x -= 8 eos x 


eos 2 x eos x 
<t4> eos x(l — 8 eos x eos 2 x sin x) = 0 


eos 2 x sin x 
cosx = 0 

. , 1 

sin 4x = — 

2 


7T . 7T , 7T 57T , 7T 

BS: x = —Ffc7rVx =-hfc-Vx =-F k —. 

2 24 2 24 2 

© (BHNT1997) Biéu kién: sin x ^ 0, eos x ^ 0 

2sinx cosx r 1 . . 2 2 r~ . 

— = V 3 H-49- 2 sin" x + eos x — \l á sin x eos x + 1 


<í=> 


■ + 

eos x sin x 


sm x eos x 


<k> 1 + sin 2 x = V3 sin x eos x + 1 <k> sin x(sin x — \fs eos x) = 0 


sin x = 0 (loai) 
sin x = V 3 eos x 


-O- tan x = V 3 x — — + kit. 

3 

® (BB2003) Biéu kién: eos x ^ 0 

_ sin 2 x _ sin 2 x _ 

eos 2x + 2-eos x — 2 ^ 2 -F eos 2x — 1 = 1 + eos x 


cosx 

( 


eos X 


<£9- 2 sin" x 


1 1 

= 1 + eos X <í=> (1 + eos x) 

2(1 — eos x ) 2 — eos x 

cosx 

7 




0 


7T 


BS: x = 7 r + A:27 t, x = ± —F k2ir. 

3 


© Biéu kién: 


eos x. sin 2 x. sin x(tan x + cot 2 x) ^ 0 
cot x^l 
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PT4^ 


1 




sin x eos 2x 

-1- 

eos x sin 2x 


eos x — sin x) eos x sin 2x 

-- 4=>-= \¡'¿ smx 


y¡2i 


cosx 


S1M 


cosx 


44- sin x{2 eos x — y¡2) — 0 


, ^ 7f 

Két hgp vói diéu kien thu duge nghiem cúa phirang trinh lá: x — — — + k2ir, (k G Z). 

© (A2003) Biéu kien: eos x ^ 0, sin x ^ 0, tan x ^ — 1 

eos x — sin x eos x(cos 2 x — sin 2 x) . 2 
44- : -=- : -b sin x — sin x eos x 


sin x 


44 (eos x — sin x) 


sm x 


eos x + sm x 


eos x + sin x 


= 0 44 


eos x — sin x — 0 

sin 2 x — sin x eos x — 1 = 0 




tan x — 1 

2 tan 2 x — tan x +1 = 0 


7T 


4^ x — —b &7r(t/m) 


Bái 3. Giái các phuírng trinh sau 

O sin'’ x + eos 3 x — 2(sin ’ x + eos 5 x) 


© sin" x + eos 6 x — 2(sin 8 x + eos 8 x) 


© sin" x + eos 8 x = 2(sin i0 x + eos 10 x) + — eos 2x (BHNT HCM2000) 

Huáng dan giái 

© 4=b sin 3 x(l — 2 sin 2 x) = eos 3 x{2 eos 2 x — 1) eos 2x(sin 3 x — eos 3 x) 

© (QGHN99) PT 44- sin" x(l — 2 sin 2 x) — eos 6 x{2 eos 2 x — 1) = 0 

eos 2x — 0 


= 0 < 4 » 


eos 2x — 0 
tanx = 1 


44- cos2x(sin x — eos 6 x) — 0 44> 


tanx = ±1 


PT 4=> sin 8 x(l — 2 sin 2 x) + eos 8 x(l — 2 eos 2 x) — — eos 2x — 0 


4=b cos2x 


eos x — sin x H— 
4 


= 0. 


Bái 4. Giái các phirong trinh sau 

O 3 — tan x(tan x + 2 sin x) + 6 eos x — 0 (BB2003) 

9 

© 3 tan 3x + cot 2x — 2 tan x + 


sin 4x 


4 eos 3 x + 2 eos 2 x(2 sin x — 1) — sin 2x — 2(sin x + eos x) 

2 sin 2 x — 1 


= 0 


© sin 2x ^cos x + 3) — 2-^3 eos 3 x — 3 V 3 eos 2x + 8(V3 eos x — sin 

© 8 V 2 eos 6 X + 2 V¡2 sin 3 x sin 3x — 6\p2 eos 4 x — 1 = 0 
© 3(cot x — eos x) — 5(tan x — sin x) — 2 


x) 


3V3 = 0 


© (BB2003) Biéu kien: eos x ^ 0 


Hiróng dan giái 
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PT^ 3 


smi 


cosx 


sin x + 2 sin x eos x 


cosx 


+ 6 eos x — 0 


3 eos 2 x — sin 2 x(l + 2 eos x) + 6 eos 3 x — 0 

3 eos 2 x(l + 2 eos x) — sin 2 x(l + 2 eos x) — 0 (1 + 2 eos x) (3 eos 2 x — sin 2 x) = 0 

BS: x — ± ^ + kir, (k G Z). 


© * Biéu kién: 


eos 3x^0 
eos x ^ 0 
sin 4x^0 
sin 2x^0 


7T 7r 7T 

x ^ —F k — ,x^k — 
6 3 4 


PT 2(tan 3x — tan x) + (tan 3x + cot 2x) =- 

sin 4x 


cosx 


2 sin 2x 

-h 

cos 3x eos x eos 3x sin 2x sin 4x 

O 4 sin 4x sin x + 2 eos 2x eos x = 2 eos 3x ü4 sin 4x sin x + eos 3x + eos x = 2 eos 3x 
O 4 sin 4x sin x = eos 3x — eos x O 8 sin 2x eos 2x sin x = — 2 sin 2x sin x 

<k> sin 2x sin x(4 eos x +1) = 0 eos 2x = — (t/m) 

> ' '¡ ( '¡ ( 7T 

Cách 2 (iSa« Hóng& Thanh Tüng Al) Biéu kién: x ^ — + /c —. x ^ k —. 

PT 3 tan 3x + cot 2x = 2 tan x + tan 2x + cot 2x O 3 tan 3x — 2 tan x — tan 2x = 0 

sinx 


2 sin 2x 

2(tan 3x — tan x) + tan 3x — tan 2x — 0 4A ---h 


= 0 




2 sin 2x eos 2x + sin x eos x 
eos 3x eos x eos 2x 


eos 3x eos x eos 3x eos 2x 

sin 2x = 0 (loai) 


= 0 sin 2x (4 eos 2x +1 = 0 


4 eos 2x + 1 = 0 


<k> eos 2x = — — (t/m). 
4 


1 


Váy phucmg trinh có nghiém x = =t — árceos 

2 


+ kit. 


7T 


7T 


© Biéu kién: 2 sin 2 x — 1 ^ 0 <k> eos 2x^044>x^ — + — 

4 2 

PT 4 eos 2 x(cos 2 x + sin x) — 2 eos x(cos x + sin x) — 2(sin x + eos x) = 0 
2(sin x + eos x) (eos x — 1) (2 eos x — 1) 

Két hop vói diéu kién thu duge nghiém cúa phucmg trinh: x = & — ,¡k £ zj. 

3 

® PT 2 sin x eos 2 x + 6 sin x eos x — 2 V 3 eos 3 x — 6^3 eos 2 x + 8(\¡3 eos x — sin x) = 0 
44- 2 eos 2 x(sin x — V3 eos x) + 6 eos x(sin x — V 3 eos x) + 8(V3 eos x — sin x) = 0 
(sin x — ^3 eos x) (2 eos 2 x + 6 eos x — 8) = 0 
© PT 44 2 V 2 eos 3 x(4 eos 3 x — 3 eos x) + 2 V 2 sin 3 x sin 3x — 1 = 0 
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O 2 eos 2 x ( 2 , eos x eos 3x j + 2 sin 2 x(2 sin x sin 3x) = V 2 

•<=b (1 + eos 2x) (eos 2x + eos 4x) + (1 — eos 2x) (eos 2x — eos 4x) — \¡2 

, V2 

G» 2(cos 2x + eos 2x eos 4x) = V 2 ^ eos 2x eos 2 2x = 

_ ^2 7T 

<í=> eos 2x — - X — ± —b kti. 

2 8 

© Biéu kién: sin x ^ 0, eos x ^ 0. 


PT 3(cot x — eos x +1) — 5(tan x — sin x +1) = 0 


^ 3 


eos x — sin x eos x + sin x 


■ ■ , 
sin x — sin x eos x + eos x 


<!=> 


smx 

eos x — sin x eos x + sin x — 0 
3 5 


cosx 


= 0 


sin x eos x 


O 


t 1 — 2t — 1 = 0 (vói t — sin x + eos x = \¡2 cos(x — —)) 

4 


tan x — — 
3 


Bói chiéu vói diéu kién thu dirac: x — — =k árceos- 7 ^— + k2n, x — arctan — + kn. 

4 V2 5 

KÍ THUÁT 3: DAT ÁN PHU 
1. Chon góc dé ttát án phu 


Bái 1. Giái các phiro’ng trinh sau 



3tt 

> 

X 

1 . 

7T 3x 

© eos x — 2 sin 

Í3t r 

X 

sin 

— 

— 

= — sm 

-1- 

— 


10 

V 

2 

/ 

2 

10 2 

^ 7 


2 

\ 

2 

/ 


í 


© sin 


3x — — 
4 


= sin 2x. sin 


f 

7r 

x H — 
4 


© sin 


í 5x 77^ 


— eos 


= 3 


X 7T 

2~4 




3x 


= sJ¿ cos- 


Huó’ng dan giái 

© Nhán xét : Nhin váo phuong trinh náy ta nghi dimg cóng thúc bien dói sin cúa mót tóng ... nhung 


düng vói lám nhu thé khó ra lám, ta xem mói quan he giüa hai cung 
quan hé vói nhau nhu thé nao? 


3n 

X 

10 

V 

~2 

/ 


va 


7 r 3x 
-1- 

10 2 


co 


_ „ „ , 3tt x 97t 3x 

That vav neu ta aat t — -=r- 3t — - — n — 

' 10 2 10 2 

góc nhán ba 1á bien dói dé dáng. 


7T 3x 
10 + ~2 


thi khi dó sir dung cóng thúc 


PT sin t = ^ sin 3 1 sin t = ^3 sin t — 4 sin 3 1 j sin til — sin 2 1) — 0 

Vay nghiém cúa phrrang trinh lá: x — - k2n, x — — ±- k4n , [k G Z). 

5 5 6 v ’ 


sin t — 0 
eos t — 0 
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Chú y : Néu khóng quen veri cách bien dói tren, ta có thé lám nhu sau: 

3n x 37r 7 t 3x 

t =- => x = - 2 í =>-1-= 7 r — í . 

10 2 5 10 2 

»7T T 

© Bát t =-— =F x = 37 T — 2t . PT+F cos( 37 r — 2t) — 2 sin t — 3 <+ sin 2 1 — sin t — 2 = 0 . 

2 2 

^ „ 7T 7T h 

© Bat t — x H-. BS: x =-i- 

4 4 2 

^ , x 7T 3x 0 , 3 tT 5x 7T 

® Bat t — -=F — — 3t-\ -,-= 5í + 7r. 

2 4 2 4 2 4 


PT +> sin(51+ 7r) — eos t — y¡2 eos 


'sí + 

4 


O sin 5¿ + eos t = eos 3 1 + sin 3 1 


O sin 5 1 — sin 3 1 = eos 3 1 — eos t O 2 sin t(cos 4 1 + sin 2t) — 0. 


Chú y: Có thé chuyén eos 



f 

x 7 r 


37r x 

eos 

2~4 

\ 2 

= sin 

T _ 2 

\ / 


rói áp dung cóng thúc tóng sang tích cho ve trái. 


Bái 2. Giái các phirong trinh sau 

x -\— = eos 3x 
3 


O 8 eos 3 

© V2 


© tan 


7T 

X - 

4 




= tan x — 1 


eos 


x 7 r 

/r . 

í" > 
X 7T 


x 2n 


3x 7T 

— 

— v 6 sin 

— 

= 2 sin 

—- 

— 2 sin 

-1- 

5 12 

7 

5 12 

\ / 


5 3 

\ 7 


5 6 

V / 


Hiróng dan giái 

_ 7T 7T , 277 , 

© Bát t — x H-. BS: x — -F /C7r, x =-F /C7r, x — ktt 

3 6 3 

© Bát t — x — —. PT <+ tan 3 1 — ^ — 1 <t 4 > (1 — tan t) tan 3 1 — 2 tan t. 

4 1 — tan t 

© (BHYTB1997) BS: x =-(- k5w,x — -F kb7T,x — -F kbn. 

4 12 3 

2. Chon biéu thúc dé dát án phu 


Bái 3. Giái các phmrng trinh sau 


O 3 sin x + 4 eos x + 


6 


© eos" X + 


1 


3sinx + 4cosx +1 

1 


= eos X + 


eos X 

©1 + 3 tan x = 2 sin 2x 


cosx 


6 © sinx + V3 eosx + \js inx + cosx = 2 

© 2 eos 2 2x + eos 2x = 4 sin 2 2x eos 2 x 
© 3 cot 2 x + 2 V 2 sin 2 x = (3 + 2 V 2 ) 


cosx 


1 

6 


Hiróng dan giái 

© Bát t = 3 sin x + 4 eos x + 1 (t^O). Tú phirong trinh ta có t 2 — 7t + 6 = 0 +F 

© Bát t = \Js inx + V3 eos x,(í > 0). Tú phiroiig trinh ta có t — 1,¿ = — 2 (loai). 
Vay sin x + ^3 eos x = 1 <+> sin 


7r 

x H— 
3 


. 7T 

= sin — 
6 
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1 


eos 2 x H --— = t 2 — 2 . Tir phirong trinh ta có t = — 1, t = 2 . 


© Dát t — eos x + 

eos x eos* x 

@ <+- 2 eos 2 2x + eos 2x — 2(1 — eos 2 2x) (1 + eos 2x). Do dó ta dát t — eos 2x , 

. n 21 

© Dát t — tan x => sm 2x =--. 

1 + t 

Ngoái ra ta có thé kh ai trien dirá ve phirong trinh dáng cap bac 3 theo sin va eos. 


< 1. 




3 (1 - eos 2 x) + 2 ^ (1 


eos X — 


eos X 


<1 


(3 + 2 V 2 ) eos x . Do dó dát t = eos x, I 
Chú y: Có thé dirá phuong trinh vé dang tích (sin 2 x — eos x) (3 eos x — 2\¡2 sin 2 x) — 0. 

KÍ THUÁT 4: NHÓM BINH PHÜGNG 


1. Bien doi phuo’ng trinh vé dang A 2 + B 2 = 0 


Bái 1. Giái các phuong trinh sau 

O 4 eos 2 x + 3 tan 2 x — 4\¡3 eos x + 2^3 tan x + 4 
© 3 + sin 2 2x — 2 sin 2x + eos 2x + 2y¡2 sin x 
© 4 eos 2 2x + 2 eos 2x + 6 = 4 sin x 


= 0 


Hiróng dan giái 

© PT44> (4 eos 2 x — 4\¡3 eos x +1) + (3 tan 2 x + 2y¡3 tan x +1) — 0 

/ r\ 2 Ir \ 2 2 eos x — V 3 = 0 

2eosx — V3 + V3tanx + 1 = 0 - 


7T 


r x — -b k2n. 

V 3 tanx + 1 = 0 6 

© Nhan xét: Vi xuát hién sin 2 2.x va 2 sin 2.x ta nghíden viéc dita vé (sin 2x — l) 2 do dó ta bién 
dói nhu sau: 

PT <+> sin 2 2x — 2 sin 2x +1 + (1 — eos 2x) — 2s¡2 sin x + 1 = 0 




7T 


X — -b k2TT 

4 

3tt 

x — -b k2ir 

4 


© Nhánxét: Vi xuát hién 4 eos 2 2x va eos 2.x ta nghí dén viéc dua vé (2 eos 2.x ± l) 2 , phán con ¡ai 
ta bién dói vé sint x. 

PT +b 4 eos 2 2x + 4 eos 2x + 1 + 4 sin 2 x — 4s¡3 sin x + 3 = 0 


+bÍ2cos2x + l) +Í2sinx —V 3 ) = 0 +> - 


sm x — 




eos 2x =- 

2 


2 sm x = -— <+> 

1 2 


7r 


X — —b k27T 
3 

2tt 

x — -b k2n 

3 


2. Bién doi phu'OTig trinh vé dang A 2 = B 2 


Bái 2. Giái các phuong trinh sau 


O sin 2x — 2 tan x + tan 2 x 

© tan 2 x + sin 2 2x = 4 eos 2 x 

l 

9 2 eos 2x 

©-b 4 tan x — 4 tan 2 x + 2 

© 4 cot x — 4 cot 2 x H - 

sin 2 x 

1 + eos 2x 
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© sin" 2x — eos 2x + eos 3x — eos x 


© eos 2 3x + eos 2 x + 3 eos 2 2x + eos 2x — 2 


© 32 eos 6 — + sin 3x — 3 sin x 
2 


Hiró’ng dan giái 

© PT 1 + 2 sin x eos x — 1 + 2 tan x + tan 2 x 45 (sin x + eos x) 2 — (1 + tan xf 
© Nhán xét : Ta nhán tháy tan x sin 2x — 2 sin' x do ció ta cóng váo 2 vé 1 luang 4 sin 2 x. 

PT tan 2 x + 2 tan x sin 2x + sin 2 2x — 4 eos 2 x + 4 sin 2 x 45 (tan x + sin 2x) 2 = 4 
© Nhán xét : Vi chúng ta nhán tháy xuát hién 4 tan 2 x va 4 tan x nén ta chuyén vé dé dua vé dang 
háng dang thúc (2 tan x — l) 2 . 

1 


PT 


sm" x 


— 1 = 4 tan" x — 4 tan x +1 45 cot" x = (2 tan x — 1) 45 2 tan x — 1 = ± cot 


x 


® Nhán xét : Fz nhin tháy xuát hién 4 cot 2 x va 4 cot x nén ta chuyén vé dé xuát hién (2 cot x — l) 2 


PT 4 cot 2 x — 4 cot x +1 + 


eos 2x — 1 


= 0 2 cot x — 1 — 


sin 2 x 


= 0 


1 + eos 2x - - eos" x 

(2 cot x — lj = tan 2 x 45 2 cot x — 1 = ± tan x . 

© Nhán xét: Do xuát hién nhiéu góc khác nhau nén ta bién dói eos 3x — eos x = —2 sin 2x sin x , 
sau dó do vé trái có sin" 2x nén ta dua vé (sin 2x + sin x) 2 . 

PT sin 2 2x = eos 2x — 2 sin 2x sin x (sin 2x + sin xf — eos 2x + sin 2 x 
(sin 2x + sin xf — eos 2 x 

© Nhán xét: Do xuát hién eos 2 3x + eos 2 x nén ta nghi dén háng dang thúc (eos 3x + eos x) 2 . Vi 
thé ta cóng thém cá hai vé veri 2 eos 3x eos x váávé phái ta düng cóng thúc bién dói tích sang tóng 
2 eos 3x eos x = eos 4x + eos 2x . 

PT 45 eos 2 3x + 2 eos 3x eos x + eos 2 x — 2 —3 eos 2 2x — eos 2x + 2 eos 3x eos x 
(eos 3x + eos xf —2 — 3 eos 2 2x + eos 4x <(4- (eos 3x + eos xf — sin 2 2x 

t 3 


© 32 eos 6 — + sin 3x = 3 sin x 45 32 eos 6 — — 3 sin x — sin 3x 45 4 


45 1 + eos x = sin x 45 V 2 sin 


7r 

x- 

4 


2 

= 1 . 


o 2 X 

2 eos — 


A * o 

= 4 sm x 


KÍ THUÁT 5: XÜ LÍ PHÜONG TRINH CÓ DIÉU KIÉN 
1. Biéu dién nghiém vá diéu kién qua cüng mót hám só lirong giác 

Trongphán noy cán su dung tót các két quá sau: 


sinx ^ 0 45 eos 2 x ^ ±1; 
cosx sinx ^ ±1 



sinx ^ 0 

eos x^±l 


eos x = ± 1 

sin 2x ^ 0 45 ■ 

45 ■ 

sinx ^ ±1 




cosx ^ 0 


sin x = ± 1 


eos 2 x = ±1 45 sinx = 0; 
sinx = dzl 45 eosx = 0 

sinx = 0 
eos x = 0 


sin 2x = 0 45 


Bái 1. Giái các phuírng trinh sau 
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1 1 
+ 


eos x sin 2x sin 4x 


(THTT09) 


^ sin 2 2x + eos 4 2x — 1 _ 


Vsi 


sin x eos x 


© cot x + sin x 
sin 4 2a; + eos 4 2x 


x 


1 + tan x tan — 
2 


tan 


7r 


x 


tan 


= 4 (B06) 

= eos 4 4x 


(1 + sin x + eos 2x) sin 


1 + tan x 


x + 


7T 


1 

= —F=- eos X 


S 


7T 


+ X 


Huó’iig dan giái 


© (THTT09) Biéu kién: 


cosx ^ 0, 
sin2x ^ 0, 
sin 4x^0 


sinx ^ ±1, 
sinx ^ 0, 


sinx ^ ± 


A 


Khi dó PT=A 4 sin x eos 2x + 2 eos 2x = 2 sin x (2 sin 2 x + sin x — 1 = 0 


Giái các nghiém sin x va két hop diéu kién ta duge: sin x — — -tA 


Biéu kién: sin 2x > 0. Khi dó phucmg trinh da cho tró thánh 


7T 


x — —b k2ir 
6 

Ó7T 

x — -b k2n 

6 


sin" 2x + eos 2x — 1 = 0 eos 2x — eos” 2x = 0 


eos” 2x = 0 


eos 2x = 1 




sin 2x 
sin 2x 


±1 

0 


7T 


Bói chiéu vói diéu kién ta duo'c: sin 2x = 1 x =-b k'n. 

4 


© (B2006) Biéu kién: 


x 


sin eos eos — ^ 0 sin 2x^0 

2 


eos x sin x 

PT =>-1- 

sin x x 

eos x eos — 
2 




X . X 

eos x eos —b sin x sin — 
2 2 




, eos x sin x 

= 4 ^-1- 

sinx cosx 


= 4 


2 1 

-= 4 sin 2x — - (t/m) <=> 

sin 2x 2 


® (A2010) Biéu kién: 


eos xí 0 
tanx ^ — 1 


4A 


7T , _ 

X =-b k27T, 

12 (fcGZ). 

07T , 

x =- b kir 

12 

sinx ^ ±1 
tanx ^ — 1 


(1 + sin x + eos 2x) sin x + eos x eos x ]_ 

Khi dó PT =b- j= --- - -= —j= eos x 

a/2(cosx + sinx) y 2 


O 1 + sin x + eos 2x = 1 sin x +1 — 2 sin" x = 0 
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sin x = 1 (loai) 

1 ^ 

sin x — -(t/m) 

2 


7r 


x — -h k2n 

6 

7tt 7 _ 

X =-F «27T 

6 


© Biéu kién: 



( 

7r 

sin 

- X 


4 

\ / 




( 


<+ ■ 

sin 

-~2x 

^ 0, eos 



2 


Nhán tháy tan 


7T 

- X 

4 


tan 


0, eos 


- + 2x 
2 

7T 

-h X 

4 


7T 

-X 

4 


0, sin 


7T 

— + X 

4 


0, eos 


7T 

-hX 

4 


0. 


0 +> cos2x ^ 0 +> sin2x ^ ±1. 

= 1, do dó phirong trinh da cho tro thánh 

1 


sin 4 2x + eos 4 2x = eos 4 4x <+ 1-sin 4 4x = eos 4 4x <+ 2 eos 4 4x — eos 2 4x — 1 = 0 

2 


<+ eos" 4x = 1 <+• sin 4x = 0 <+• 


sin 2x = 0 
eos 2x = 0 


,, y ' 7f 

Bói chiéu vói diéu kién ta dirge sin 2x = 0 x — k — , {k G Z). 

2 

2. Biéu dién tren dud nn trón Iirong giác 

□ Mói cung (hoác góc) lucmg giác duac biéu dién bói các ctiém trén dwóng trón hrang giác: 
x = a + /í'2tt duac biéu dién trén DTLG bói 1 diém xác dinh bói cung a. 

x = Q + A:tt duac biéu dién trén DTLG bói 2 diém dói xúng nhau qua tám O. 

2yT ~ ■? y y 

x — a + k — duac biéu dién trén DTLG bói 3 diém cách déu nhau, tao thánh 3 dinh mót tam giác déu. 

3 ' 

2tv ? , , 

x — a + k — duac biéu dién trén DTLG bói n diém cách déu nhau, tao thánh da giác déu nói tiép 
n 

duang trón hrang giác. 

□ Ta biéu dién trén DTLG nhüng diém khóng thóa man diéu kién (dánh dáu x) va nhüng diém 
nghiém tim duac (dánh dáu O ). Nhüng diém dánh dáu "O " má khóng trüng vói nhüng diém dánh 
dáu "X " chính lá nhüng diém thóa man diéu kién. 

Bái 2. Giái các phiro'ng trinh sau 

0 sin2 £ ±2cos £ -sin £ -l =0(D2011) 


tanx + 


S 


2(sin 6 x + eos 6 x) — sin x eos x 
\¡2 — 2 sin x 


= 0 (A06) 


sin x + sin 2x 
sin 3x 


^ (1 — 2 sin x) eos x r~ __ _ 

O —---= V3 (A2009) 

(1 + 2 sin x) (1 — sin x) 


Huáng dan giái 
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© Biéu kién: 


tana; : 
eos x ^ 0 


■S 




x 


7r 


—b kn 
3 


7T 


X ^ -b klT 

2 


Khi dó phuong trinh da cho tró thánh: 

sin 2a;+ 2 cosa; — sin a: — 1 = 0 2cosx(sinx + 1) — (sin a; +1) = 0 


<kb (sin x +1) (2 eos x — 1) = 0 


sin a; = — 1 

1 ^ 

eos x — — 

2 


7r 


x =-b A;27 t 

2 


7T 


a; = ± —b k2ir 
3 



, , 7T 

Két hop vói diéu kién tren dirong trón lirong giác ta duge nghiém cüa PT lá x = —b &27T, (fc G Z). 

3 


V2 


Biéu kién: sin a; ^■ 
2 


7T 


a; ^ —b ^27 t 
4 

3tt 

a; ^-b k27t 

4 


. Khi dó phuong trinh tró thánh: 


2(sin 6 x + eos 6 a;) — sin x eos x — 0 <bb 2 


1-sirr 2x 


— — sin 2x = 0 
2 


7T 


<í=)> 3 sin" 2a; + sin 2a; — 4 = 0 O sin 2a; = 1 x — —|- kn. 


5tt 

Két hop vói diéu kién trén duóng trón LG ta duac nghiém cúa PT lá: x — -b k2n (k E Z). 

4 

7T 


Biéu kién: sin 3x^0<5>x^k —. Khi dó phuong trinh tró thánh 


sin x + sin 2x + sin 3x = 0 sin 2x(2 eos x + 1) = 0 


sin 2x = 0 

1 ^ 

eos x — - 

2 


x = k- 


.27r 

a; = ±-b ^27 t 

3 


7T 


Két hop vói diéu kién trén duóng trón luong giác, ta có nghiém cüa PT lá: x — -b kx. 

2 

® Biéu kién: sin x ^ 1 vá sin x ^ — — (*) 

2 

Vói diéu kién trén phuong trinh da cho tuong duong: 

(1 — 2 sin x) eos x — 43(1 + 2 sin x) (1 — sin x) 


cosa; 


\¡3 sin x = sin 2x + \¡3 eos 2x 


eos 


7T 

x H— 

= eos 

% 1 

1 

í~2 

CM 

3 

2 


6 

\ / 


7T , w 7T . 27T 

<kb a; = —b k2n hoac x — -b k —. 

2 18 3 

' ' 7T 27T 

Két hop diéu kién (*) ta duge nghiém: x = -b k — (A; £ Z). 

18 3 

3. Thir trirc tiép (düng ménh dé phú flinh) 

Chúng ta cán hru y các két quá ve tính chu ki cüa hám só luong giác san ctáy: 
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sin(x + k2n) — sin x, Vx £ 


7r 


tan(x + kir) — tan x, Vx ^ — + kn 


cos(x + k27r) — eos x, Vx £ 


cot(x + kn) — cotx, Vx ^ kn 


Bái 3. Giái các phirong trinh sau 


1 + sin 2x + eos 2x 


1 + cot 2 x 
© cos3x. tan5x = sin7x 


= \¡2 sin x sin 2x 


© 3 sin x + 2 eos x = 3(1 + tan x) — 


cosx 


© tan 5x tan 2x = 1 


Hiróng dan giái 

© Biéu kién: sin x 0 O eos x ± 1. Khi dó phuong trinh da cho tro thánh 


sm‘ x 


c(l + sin 2x + eos 2x) = 2\¡2 sin 2 x eos x <+ 1 + 2 sin x eos x + 2 eos 2 x — 1 = 2\¡2 eos 
+> 2 eos x(sin x + eos x — V2) = 0 <+ 


X 


7T 


eos x = 0 (t/m) <+> x = —F kn 

2 

sinx + cosx = 0 (*) 


Düng ménh dé phü dinh: Giá su sin x = 0 O eos x = ±1, khi dó (*) +> 0 ± 1 = \¡2 (vó lí). Túc 




lá các nghiém cúa (*) déu thóa man. Giái (*) ta duge: eos 


7 r 

x- 

4 


7 r 


= 1 +> x = —F k2n. 
4 


7T 7T 

Vay phuong trinh có nghiém: x — -F kn. x — -F /í:2tt. 

2 4 

© Biéu kién: eos x ^ 0 O sin x ^ ±1. Khi dó phuong trinh da cho tro thánh 
=+ eos x(3 sin x + 2 eos x) = 3(sin x + eos x) — 1 

<+ eos x(3 sin x + 2 eos x) — eos x — 3 sin x + 2 eos x — 1 

eos x = 1 (t/m) <+> x = k2n 

<+ (3 sin x + 2 eos x — 1) (eos x — 1) = 0 +> 

v A ; 3 sin x + 2 eos x = 1 (*) 

Xét (*): Giá su eos x = 0 O sinx = ±1., khidó (*) +> ±3 — 1 = 0 (vó lí). Túc lá các nghiém 

cúa (*) déu thóa man. Giái (*) ta duoc: x = a ± árceos .— + k2Tr (vói 

V13 

2 . 3 

cosa = —i=;sina = —¡=). 


VÍ3 


Vl3 


Váy phuong trinh có nghiém: x = k27t, x — a ± árceos —¡= + k27T. 

VI 3 

> 7r 7r 

© Biéu kién: eos 5x ^ 0 <+ x ^- \- m —, (m £ Z). Khi dó phuong trinh tro thánh 

10 5 


2 sin 5x eos 3x = 2 sin 7x eos 5x O sin 8x = sin 12x +> 


x — k — 

2 

7T , 7T 
X =-F k — 

20 10 


(fc G Z) 


_ „ , 7T 7T 7T _, „ „ _ „ _ k — 1 

+ Gia su k — — - Fm-<^5¿ = 1 + 2 m (*). Suy ra m — 2k H- 

2 10 5 2 


Mát khác, do k, m £ Z nén ton tai 5 G Z sao cho: s = 


A; — 1 


<4- k — 2s + 1 (túc k lá so lé). 
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7T 

Suy ra x — k — lá nghiemPT khi k ^ 2s + 1. Chon k = 2s thuduoc nghiem lá x — stt (s£Z). 

+ Giásu — + k — — — + m— 2k — 4 m — 1 <í=> k — 2 m — — (**). 

20 10 10 5 2 

Ta nhan tháy k — 2 m G Z , — ^ Z nén khóng ton tai fc, m G Z thóa man (**). 

2 


7T 7T 

Do dó x — -b k — lá nghiem cha PT vói moi k G Z . 

20 10 

7r 7f 

Váy phuong trinh có nghiem: x — stt va x — -b k — (fc.sG Z). 

20 10 


® Diéu kién: 


eos 5x^0 
eos 2x ^ 0 




7T 7T 

x ^-b m — 1 

10 5 

7T 7T \ 

x ^ —bn- (2) 

4 2 


(m,n G Z). 


1 




tan 5x = cot 2x <G> tan 5x = tan 


— — 2x 

2 




PT<64> tan5x = 

tan 2x 

+ Dói chiéu diéu kién (1): 

, 7 r , 7T 7T 7T , 1 +2m _ 

Gia su-b /c — =-b m— 4^ k — m -\ -(*) 

14 7 10 5 5 

Do k, m G Z nén ton tai t G Z sao cho: t — ^ m = 2í + -—- 


7T , 7r 

x =-b k —. 

14 7 


Mát khác, do í.m G Z nén ton tai s G Z sao cho: s =- t — 2s + 1 . 

2 

Thay váo (*) ta duoc: k = 7s + 3. Do dó x = —— + k — thóa man diéu kién (*) vói k ^ 7s + 3. 
] ' 14 7 

+ Dói chiéu diéu kién (2): 

Giá sii — + k— = — + n— O 4k — 14 n = 5 (**). 

14 7 4 2 

Ta nhan tháy vé trái (**) lá so chán, vé phái (**) lá so lé nén khóng ton tai k, n G Z thóa man diéu 
kién (**). Do dó x =-b k— luón thóa man diéu kién (**). 

14 7 


7T 7T 

Váy phuong trinh có nghiem: x = — + k — vói k ^ 7s + 3. 
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LLPQNG GIAC TRONG DÉ THI 2002 - 2014 


Bái 1 (DH A2002) Tim nghiem thuoc khoáng (0; 2n) cüa phirong trinh : 


sin x + 


eos 3x + sin 3x 


= eos 2x + 3. 


1 + 2 sin 2x 
Bái 2 (DH B2002) Giái phuong trinh : 

• 2 q 2 a _ • 2 rr 2 r* 

sin óx — eos = sin ox — eos bx 


7r 57r 

DS : x — —\x — — 

3 3 


DS : x — — -x — — (k 6 Z) 

9 2 


Bái 3 (DH D2002)Tim x thuoc doan 0; 14 nghiem düng cha phuong trinh : 


eos 3x — 4 eos 2x + 3 eos x — 4 = 0 

Bái 4 (DH A2003) Giái phuong trinh : 

. eos 2x , 2 1 . _ 

cot x — 1 — -b sm x -sm 2x 

1 + tan x 2 

Bái 5 (DH B2003) Giái phuong trinh : 

o 

cot x — tan x + 4 sin 2x = 


„ 7T 37T 57T 77T 

DS: x — —\x — —;x =—;x =— 

2 2 2 2 


sin2x 


DS 


DS 


7r 


X = —\- kn (k £ X) 
4 


7T 


X = ±-|- k7T ( k G Z ) 

3 


Bái 6 (DH D2003) Giái phuong trinh: 


sur 


tan" x — cot" — = 0. 

2 


DS 


X 7T 

2 " _ 4 

Bái 7 (DH A2004) Cho tam giác ABC khóng tú, thóa man diéu kien 
eos 2 A + 2\¡2 eos B + 2 V 2 eos C — 3. 

Tính ba góc cúa tam giác ABC. 

Bái 8 (DH B2004) Giái phuong trinh: 

5 sin x — 2 = 3(1 — sin x) tan 2 x 

Bái 9 (DH D2004) Giái phuong trinh: 


7T 


x = 7T + k2n: x — -b kit 

4 


DS: A = 90°;5 = C = 45° 


jr i'TT 

DS : x — -b k2ir] x — -b k2n 

6 6 


(2 eos x — 1) (2 sin x + eos x) = sin 2x — sin x 

Bái 10 (DH A2005) Giái phuong trinh: 


eos 2 3x eos 2x — eos 2 x = 0 


Bái 11 (DH B2005) Giái phuong trinh: 

1 + sin x + eos x + sin 2x + eos 2x = 0 

Bái 12 (DH D2005) Giái phuong trinh: 


eos 4 x + sin 4 x + eos 


Bái 13 (DH A2006) Giái phuong trinh: 

2(cos 6 x + sin 6 x) — sin x eos x 


> 


( \ 

7T 


7T 

x- 

sin 

3x- 

4 

7 


l 4 J 


DS : x = ± — + k2'n- x — — — + kn 
3 4 


(v7T 

DS : x = — (k 6 Z) 

2 


1 27T 7 ^ 7T , 

DS : x = ±-b k2n\ x — -b kn 

3 4 


7T 


V 2 — 2 sin x 


= 0 


■—= 0 DS: x — — \-k7r(keZ) 

2 4 


57T 

DS : x — - Vk2 r K (k eZ) 

4 
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Bái 14 (DH B2006) Giái phnang trinh: 


x 


1 + tan x tan — 
2 


cot x + sin x 

Bái 15 (DH D2006) Giái phirang trinh: 

eos 3x + eos 2x — eos a: — 1 = 0 
Bái 16 (DH A2007) Giái phirang trinh: 


= 4 


7Y 5 7T 

DS : x — -b kn\ x — -b kit 

12 12 


27T 

DS : x — kix\ x = ±-b k2n 

3 


1 + sin 2 £ j eos £ + (l + eos 2 £ j sin £ = l + sin2x DS: x — k2n\x — ^ + k277]x = — — + kir 


Bái 17 (DH B2007) Giái phirang trinh 
2 sin 2 2x + sin 7£ — 1 = sin x 


Bái 18 (DH D2007) Giái phirang trinh : 

+ V 3 eos £ — 2 


sin — + eos — 
2 2 


„ 77 kn 77 k277 57r k277 

DS : £ = —I-; £ =-1 -; x — - 1 - 

8 4 18 3 18 3 


DS : x — — + k277\x — —— + k277 
2 6 


Bái 19 (DH A2008) Giái he phnang trinh: 


1 


sm£ 


+ 


1 


sm 


£ — 


377 


= 4 sin 


777 „ 77 , 77 , 57T 7 

— £ DS: X — - b k77\ X — - b k77] X — - b k77 

4 8 8 


Bái 20 (DH B2008) Giái phnang trinh: 


sin' 1 £ ■ 


eos 3 £ = sin £ eos 2 £ 


-S 

Bái 21 (DH D2008) Giái phnang trinh: 

2sin£ (1 + cos2£) + sin2£ = 1+ 2cos£ 


f~ . 2 77 k77 77 , 

— V3snri£cos£ DS: x — —I- :x = -b k77 

4 2 3 


Bái 22 (DH A2009) Giái phnang trinh: 

1 — 2 sin £) eos £ 


(1 + 2 sin £ J í 1 — sin x I 
Bái 23 (DH B2009) Giái phnang trinh: 

sin £ + eos £ sin 2x + V 3 eos 3x = 2 |cos 4£ + sin 3 x 

Bái 24 (DH D2009) Giái phnang trinh: 

V 3 eos 5£ — 2 sin 3£ eos 2x — sin x — 0 


Bái 25 (DH A2010) Giái phnang trinh : 


(1 + sin £ + eos 2 £)s in(£ + 


1 + tan £ 

Bái 26 (DH B2010) Giái phnang trinh: 


= —i= eos £ 


1 


(sin 2x + eos 2£) eos x + eos 2£ — sin x — 0 

Bái 27 (DH D2010) Giái phnang trinh: 


1 277 7 _ 77 

DS: £ = ±-b k277 ; x — - \-k77 

3 4 


DS: £ = - — + — (jfceZ) 
18 3 


_ 77 , _ 77 k277 

DS: x — - b k277\ x —-1- 

6 42 7 


_ 77 kn 77 kn 

DS: x — -1- ;x — -1- 

18 3 6 2 


77 1 7 77 j 

DS: x — -b k277] x — -b k277 

6 6 


DS: £ = - + — (keZ) 
4 2 
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sin 2x — eos 2x + 3 sin x — eos x — 1 = 0 

Bái 28 (DH A2011) Giái phnong trinh: 

1 + sin 2x + eos 2x r . . n 

---= \J2 sm x sm 2x 

1 + cot 2 x 

Bái 29 (DH B2011) Giái phnong trinh: 

sin 2x eos x + sin x eos x = eos 2x + sin x + eos x 


Bái 30 (DH D2011) Giái phirang trinh : 

sin 2x + 2 eos x — s in x — 1 _ 

\Í3 + tanx 

Bái 31 (DH A2012) Giái phnong trinh : 

V 3 sin 2x + eos 2x — 2 eos x — 1 

Bái 32 (DH B2012) Giái phirang trinh: 

2(cos x + V3 sin x) eos x = eos x — sin x +1 
Bái 33 (DH D2012) Giái phnong trinh: 

sin 3x + eos 3x — sin x + eos x = \¡2 eos 2x 

Bái 34 (DH A2013) Giái phnong trinh: 

1 + tan x — 2 V 2 sin 


7T 

x H— 
4 


yr 5yr 

DS: x — —b k2ir. x =-b k2iT 

6 6 


7r 7T 

DS: x — —b k7T. x — —b k2n 
2 4 


7r , 7 r k2n 

DS : x — —b k2ir, x — —|- 

2 3 3 


DS: x — — + k2n (k G Z) 
3 


7T 7 2?T , 

DS: a; = —b kir. x — k2tt, x — -b kztc 

2 3 


DS: x — —— ~b k27V]x — ——— (fceZ) 
3 3 


7T kTT 771 7T 

DS: x = —|-; x =-b k2^\ x = -b k2n 

4 2 12 12 


DS: x = — — + fc7r; x = ± — + fc27r 
4 3 


Bái 35 (DH B2013) Giái phnong trinh: 

sin 5x + 2 eos 2 x = 1 
Bái 36 (DH D2013) Giái phnong trinh 
sin 3x + eos 2x — sin x = 0 
Bái 37 (DH A2014) Giái phnong trinh 
sin x + 4 eos x = 2 + sin 2x 
Bái 38 (DH B2014) Giái phnong trinh 

\¡2(si\\ x — 2 eos x) = 2 — sin 2x 


7r k2n 

DS: x — -)-; x 

6 3 


7r k2n 

14 + 7 


7T klT 7T , 7tT 

DS: x — —I-; x =-b k2n' x — -b k¿n 

4 2 6 6 


7T 


DS : x = ±—b k27T (k G Z) 
3 


S7T 

DS : x = ± — + k27r(k G Z) 


-Hét- 
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